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  مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایرهدرس اول : 

شخص را شعاع می نامیم . : مجموعه نقاطی از صفحه که فاصله آنها تا نقطه ثابتی بنام مرکز مقدار مشخص  می باشند . که این مقدار م دایره

. 𝐶 (𝑂    را بصورت  𝑟 و شعاع   𝑂   به مرکز 𝐶 یره  لا دامعمو 𝑟)   . نمایش می دهیم  

 پارامترهای اصلی در یک دایره :

 : فاصله مرکز دایره تا نقاط روی محیط دایره . شعاع

 : پاره خطی که دو نقطه روی محیط دایره را به هم وصل میکند. وتر

 یره می گذرد . در واقع بزرگترین وتر دایره می باشد.: وتری از دایره که از مرکز دا قطر

 : شامل دو نقطه روی دایره و تمام نقاط بین آن دو نقطه است .کمان

 تذکر : هر قطر ، دایره را به دو کمان مساوی تقسیم میکند که به آن کمان ها نمی دایره می گوییم.

 قرار دارند.خط و دایره در یکی از سه حالات زیر  وضعیت خط و دایره :

 

 

 

 

 

 

 

 نقطه تماس عمود باشد .در مهم : در یک صفحه یک خط و دایره بر هم مماس اند اگر و تنها اگر این خط بر شعاع قضیه 
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 مثال های بیشتر :

 است. شعاع این دایره کدام است؟ b و a کمترین و بیشترین فاصله نقطه ای از دایره ای به ترتیب.1

1)
𝑏−𝑎

2
                            2 )

𝑏−𝑎

4
                             3 )

𝑏+𝑎

2
                                        4 )

𝑏+𝑎

4
 

 

باشند؟  Lبه فاصله معلوم  ∆می توان پیدا کرد، از خط  Cدر یک صفحه داده شده اند. چند نقطه روی دایره  ∆و خط  Cدایره . 2

  چهار نقطه( حداکثر 4              ( فقط چهار نقطه3                      ( حداکثر دو نقطه2                      ( فقط دو نقطه1

 کدام است؟  P واحد از 3، به فاصله C و در خارج آن واقع است. حداکثر تعداد نقطه های دایره C در صفحه دایره P نقطه. 3

 نقطه ( حداکثر چهار4              ( فقط چهار نقطه3         ( حداکثر دو نقطه2              نقطه و( فقط د1

 ایره و از دو خط موازی مماس بر آن دایره به یک فاصله اند، کدام است؟تعداد نقطه هایی که از یک د. 4

 ( بی شمار 4                                 4(3                                2(2(صفر                            1

شده اند. زاویه بین خطوط واصل انتهای دو وتر در دایره ای، دو وتر موازی و مساوی، به فاصله ای برابر با شعاع دایره رسم . 5

 کدام است؟

1)120                        2 )30                           3)90                                 4 )45 

 

 BC گذشته و بر ضلع D و A می باشد. دایره ای از رأسهای ۸مربعی به ضلع  ABCD در شکل مقابل، چهارضلعی. 6 

 مماس است. شعاع این دایره کدام است؟

1)4                         2)۸                              3 )3                                     4)5 

 

 

ه درون یک مربع رسم شده است، به طوری که مرکز دایره، نقطه تلاقی دو قطر مربع می باشد. اگر فاصل 4دایره ای به شعاع . 7

 باشد، مساحت مربع کدام است؟ 2هر رأس مربع از محیط دایره برابر 

1)36                                     2 )72                                           3 )144                                  4 )24 

 

باشد، چند نقطه  11برابر  𝐋𝟐و  𝑳𝟏مفروض اند. اگر فاصله خطوط  5و  3له به فاص C( o , 2از دایره ) 𝐋𝟐و  𝑳𝟏خطوط موازی . ۸

 روی یک دایره قرار دارد که از هر دو خط به یک فاصله باشد؟

  3(4( صفر                                3                                           2( 2                                  1(1
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 زاویه ها و دایره :

 راس زاویه : روی مرکز دایره  -                                         

 اضلاع زاویه : دو شعاع دلخواه  -. زاویه مرکزی:             1  

 اندازه زاویه : برابر با کمان رو به رو -                                         

 

 راس زاویه : روی محیط دایره  -                                           

 اضلاع زاویه : دو وتر دلخواه  -.  زاویه محاطی :              2  

  اندازه زاویه : برابر با  نصف کمان رو به رو -                                            

 یک کمان باهم برابرند. .در هر دایره زاویه های محاطی رو به1نکته : 

 است. °90.زاویه محاطی رو به قطر دایره ، 2          

 راس زاویه : روی محیط دایره  -                                        

 اضلاع زاویه : یک وتر دلخواه و دیگری مماسی بر دایره -. زاویه ظلی :                 3 

 اندازه زاویه : برابر با  نصف کمان رو به رو -                                        

 . زاویه بین دو وتر در دایره :4 

 ب( زاویه بین امتداد دو وتر ) زاویه خارجی (                                      الف( زاویه بین دو وتر )زاویه داخلی (                          

 اثبات : 
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 : ثابت کنید اندازه هر زاویه محاطی برابر با نصف کمان روبه رو می باشد.1ین تمر

 

 

 

 

 

 : ثابت کنید اندازه هر زاویه ظلی برابر با نصف کمان روبه رو می باشد2تمرین 

 

 

 

 : اگر در دایره ای دو وتر برابر  باشند ، کمان های متناظر آنها برابر است. 1قضیه 

  ثبات:ا

 

 

 

 س قضیه بالا را نوشته و آنرا ثابت کنید.: عک3تمرین 

 

 

 

 : ثابت کنید دو وتر در دایره برابرند اگر و تنها اگر فاصله آنها تا مرکز دایره به یک فاصله باشند.4تمرین 

 

 

 

 : قطر عمود بر یک وتر ، آن وتر و کمان نظیر آنرا نصف میکند .2قضیه 

  اثبات :
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 و آنرا اثبات کنید. : عکس قضیه بالا را نوشته5تمرین 

 

 

 

 نتیجه : وسط کمان های نظیریک وتر ، مرکز دایره و وسط وتر موردنظر همگی روی یک خط راست قرار دارند.

 .هستندمساوی نیز کمان های محدود بین آنها : ثابت کنید اگر دو وتر از یک دایره موازی باشند ، آنگاه  3 قضیه

  اثبات:

 

 

 

 

متر تقسیم کرده است . اگر فاصله ی این نقطه تا سانتی  14و  2آن را به دو پاره خط به طول های  ABروی وتر   C: در یک دایره نقطه مثال 

 ایره را بیابید .سانتی متر باشد ، مساحت د 10مرکز دایره 

 

 

 

، پیدا که بر دایره کوچکتر مماس است  را  از دایره بزرگترسانتی متر می باشد ، اندازه وتری  3و  5: شعاع های دو دایره هم مرکز مثال 

  کنید .
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 ماس بر دایره از نقطه ای خارج آن :مرسم 

 :مثال 

. 𝐶(𝑂خارج دایره  Mاز  نقطه ای آیا ( الف  𝑅)  ؟ چند تا ؟ره رسم کنید مماسی بر دای 

 

 

 

 رسم شده از هر نقطه خارج دایره با هم برابر اند .مماس های طول ب( ثابت کنید 

 

 

. 𝐶(𝑂بر دایره     ′𝑇و   𝑇در نقطه های   ′𝑀𝑇و    𝑀𝑇 دو خطاگر   پ( 𝑅)   ثابت کنیدمماس اند . 

1) 𝑀𝑂  نیمساز زاویه 𝑇𝑀𝑇′  . است 

2) 𝑀𝑂   عمود منصف𝑇𝑇′  . است 

 

 باشد ، ثابت کنید :   𝑂𝑀با خط  ′𝑇𝑇نقطه برخورد   Hت( اگر 

1) 𝑇𝑇′2 = 4 × 𝑂𝐻 × 𝐻𝑀 

2 )𝑂𝐻 × 𝑂𝑀 =  𝑅2 

3 )𝑇𝑇′ × 𝑂𝑀 = 2 𝑅 × 𝑀𝑇 
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ه کنید. تذکر : توجه کنید که نباید اندازه یک کمان را با طول آن اشتباه بگیریم.به شکل روبه رو نگا

 سه دایره هم مرکز هستند:

 𝑥𝑂�̂� = 𝐴𝐵 کمان = 𝐴1𝐵1کمان = 𝐴2𝐵2  کمان 

    نیستند. ریعنی اندازه کمان ها باهم برابرند اما طول این کمان ها براب

 𝐴𝐵 طول کمان < 𝐴1𝐵1طول کمان < 𝐴2𝐵2طول کمان 

 

 رابطه بین طول و اندازه کمان دایره :

  با یک نسبت ساده میتوان نوشت :     
 

 

 

  AB. اندازه وتر  است 4πبرابر  ABو طول کمان کوچک تر  12شعاع دایره برابر  مثال: در شکل مقابل

 را بدست آورید.

 

 

 

 قطاع :

  به شکل رو به رو نگاه کنید . به قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع آن محدود است قطاع می گوییم.

 یم.را زاویه قطاع می گوی ∝را شعاع قطاع و  Rرا کمان قطاع ،   ABکمان 

 برای پیداکردن مساحت قطاع با نوشتن نسبتی ساده خواهیم داشت :

∝

360°
=

𝑆

مساحت دایره = π𝑅2
     ⇒   𝑆 =

π𝑅2  ∝

360°
 

  قطعه: قسمتی از سطح دایره محصور بین یک کمان و وتر نظیر آن را قطعه دایره می نامیم.

 بصورت زیر عمل می کنیم.برای محاسبه مساحت قطعه 

 ∝مساحت قطعه  = (OAB)مساحت قطاع -(OABمساحت مثلث )                               

 

(∝= 𝐴𝐵اندازه کمان)

360 °
=

(𝐴𝐵طول کمان = 𝐿)

محیط دایره ) = 2 π𝑅)
 ⇒    𝐿 =

2 π𝑅 ∝ 

360 °
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 محاط شده است . شعاع این دایره را پیدا کنید. ۸از دایره ای به شعاع   °60مثال : دایره ای در قطاع 

 

 

 

 

 :مثال 

𝐵𝐶 مرکز دایره است. اگر  oدر شکل مقابل، نقطه.9 = 𝐶𝑁 باشد، اندازه زاویه𝑴𝑨𝑩 کدام است؟ 

1)30                        2)50                         3 )40                                      4 )60  

 

 

 

روی دایره ، عمود هایی ب این دو قطر رسم می کنیم . فاصله بین  A، دو قطر عمود بر هم مفروض اند . از نقطه  R. در دایره ای به شعاع 10 

 ای این عمود ها کدام است ؟پ

1 )
𝑅

2
                           2 )R                            3 )

√3
2

𝑅                                       4 ) 
√3
3

𝑅 

 

 

 

مرکز دایره و  O. در شکل رو به رو ، 11 کدام است ؟  𝑀𝑂�̂�است . اندازه 

1)50                    2)45                            3 )30                        4 )25 
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 مسائل بخش اول کتاب درسی:

 در شکل های زیر ثابت کنید : - 1

 خطی موازی ضلع دیگر زاویه رسم کنید.( B) راهنمایی: از نقطه 
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 . در شکل مقابل زاویه مجهول را بدست آورید .2

 

 

 ت ؟سچند درجه ا   Aبر دایره مماس اند. اندازه زاویه     Cو      Bشکل زیر اضلاع زاویه های    . در 3

 

 

 

 

 را بدست آورید . DC، اندازه کمان    𝐶𝐷‖𝐴𝐵. در دایره رسم شده شکل مقابل   4

 

 

 

  برابراند. 𝐵𝐷 و𝐴𝐶 . ثابت کنید کمان های    𝐴𝐶‖𝐵𝐷قطری از دایره است و AB . در شکل مقابل 5

 

 

 

𝑀𝐴رده است و قطع ک 𝐵  و  𝐴خارج دایره خطی چنان رسم کرده ایم که دایره را در نقاط    𝑀از نقطه  زیردایره در  .6 = 𝑅  : نشان دهید .

β = 3 α . 

 

 

 

 

.𝐶(𝑂. در دایره 7 𝑅)  ،𝐴𝐵 = 𝐴𝐵و   ° 60 =  . را بدست آورید  𝐴𝐵می باشد . فاصله مرکز از وتر   10
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𝐴𝐵. در دایره  ، نشان دهید         ۸ > 𝐶𝐷                  اگر و تنها اگر𝑂𝐻 < 𝑂𝐻′           . 

   (𝑂𝐻  و𝑂𝐻′    فاصلهO  از دو وترAB   وCD   ). هستند 

 

 

 

 

 

 درس دوم : رابطه های طولی در دایره 

یا خارج دایره قطع کنند ، گاهی نیز ممکن است مماسی بر دایره وتری  گاهی دو وتر دلخواه در دایره ممکن است یکدیگر را در داخل و

ا دلخواه در دایره را در بیرون دایره قطع کنند ، در هر یک از حالات روابطی بین پاره خط های ایجاد شده بوجود می آید که در زیر آنها ر

 بیان و اثبات خواهیم کرد.

 د دو وتر در بیرون دایره متقاطع باشند ، داریم :: اگر دو وتر درون دایره ، یا  امتدا4قضیه

 

 

 

 

 اثبات:
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باشد ، آنگاه وتر     AB=11cmتقسیم کرده است . اگر  2به1سانتی متر را به نسبت  9به طول    CD، وتر     ABمثال : در دایره زیر وتر   

CD      وترAB  را به چه نسبتی قطع می کند ؟ 

 

 

 

 یک نقطه خارج دایره مماس و قاطعی بر  دایره رسم شود ، داریم:: اگر از 5قضیه

 

 

 اثبات:

 

 

 

 

𝑂𝑀درون دایره باشد ، آنگاه با فرض  M: اگر 1نتیجه  = 𝑑   حاصل ضرب پاره خط هایی که این نقطه روی هر وتر گذرنده از این نقطه ،

𝑅2پدید می آورد ، برابر مقدار ثابت   − 𝑑2     .است 

 

 

 

𝑂𝑀خارج دایره ، هر مماس و قاطعی بر دایره رسم کنیم،آنگاه  با فرض اینکه  M: اگر از نقطه  2نتیجه = 𝑑     حاصل ضرب اندازه های

 قطعه های قاطع ها با هم برابر  و همگی  با مربع طول مماس ها مساوی اند.

 

 

 

گذرانده ایم که دایره را  Pا بر آن رسم کرده ایم .همچنین خط راستی از   ر   3√10به طول    PAخارج دایره ای ، مماس    Pمثال : از نقطه 

 را بدست آورید.   PCو     PB.طول های     BC=20قطع کرده است و        Bو   Aدر دو نقطه  
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 مثال :
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 مماس مشترک و بررسی وضعیت دو دایره نسبت به هم  

 ست که بر هر دو دایره مماس است. : خطی  امماس مشترک دو دایره 

  اگر دو دایره در یک طرف این خط باشند ، آن را مماس مشترک خارجی

 می نامند.

  اگر دو دایره در دو طرف این خط باشند   ، آن را مماس مشترک داخلی

 می نامند.

 وضاع نسبی دو دایره در صفحه: ا

. 𝐶1( 𝑂1دو دایره    𝑅1)    و𝐶2( 𝑂2 . 𝑅2)   را در نظر بگیرید. اگر طول خط المرکزین این دو دایره راd  در نظر بگیریم . دو دایره نسبت

 به هم یکی از شش وضعیت زیر را دارند.
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. 𝐶1( 𝑂1دو دایره   نکته :  𝑅1)    و𝐶2( 𝑂2 . 𝑅2)  .خط المرکزین دو دایره را رسم کرده و از دو طرف امتداد می دهیمتا را در نظر بگیرید

 هر یک از دو دایره را در دو نقطه قطع کند ، داریم : 

  

 

 محاسبه طول های مماس های مشترک دو دایره

ذرنده از نقطه تماس در ای محاسبه طول مماس مشترک خارجی دو دایره ، مطابق شکل ، از مرکز دایره کوچک تر عمودی بر شعاع گ.  بر 1

𝑂2𝐻،طول    𝐻𝑂1𝑂2دایره بزرگ تر رسم می کنیم. با به کاربردن قضیه فیثاغورس در مثلث قائم الزاویه   = 𝑇1𝑇2    .بدست می آید       

زاویه مماس مشترک خارجی با خط المرکزین    ∝هم چنین اگر   

  باشد، داریم :

 

ل مماس مشترک داخلی دو دایره ، مطابق شکل ، . برای محاسبه طو 2

از مرکز دایره کوچک تر ، عمودی بر  امتداد شعاع گذرنده از نقطه تماس در دایره بزرگ تر رسم میکنیم . با به کار بردن قضیه فیثاغورس 

′𝑂2𝐻، طول   𝐻′𝑂1𝑂2در مثلث   = 𝑇1
′𝑇2

 بدست می آید. ′

  زاویه مماس مشترک داخلی با خط المرکزین باشد، داریم :    β  هم چنین اگر

 

 

تذکر : طول مماس مشترک خارجی دو دایره از طول مماس مشترک داخلی آنها 

 )درصورت وجود ( بزرگ تر است.

 : اگر دو دایره مماس خارج باشند : نکته

 نها می گذرد . ) چرا؟ (مماس مشترک داخلی این دو دایره ، از وسط مماس مشترک های خارجی آ (1

مثلثی که دو راس آنها ، دو نقطه تماس یک مماس مشترک خارجی و راس سوم آن نقطه تماس مماس مشترک داخلی است ، قائم  (2

 الزاویه است .  ) چرا؟ (

 دایره به قطر خط المرکزین دو دایره مماس خارج ، بر مماس مشترک خارجی آنها مماس است . ) چرا؟ ( (3

 

 س مشترک های خارجی و خط المرکزین دو دایره غیر برابر همرس اند .نکته : مما

 باشند، مماس مشرک های خارجی و خط المرکزین آنها باهم موازی اند.  رتوجه : اگر دو دایره براب
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 مثال: 
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 مسائل بخش دوم کتاب درسی:

از دایره بزرگ تر بر هم عمود اند . اگر    CD و   AB.در شکل مقابل ، دو دایره بر هم مماس و دو قطر 1

AM = NDو     16  =  ، شعاع های دو دایره را بیابید .10 

 

 

ی مماس مشترک آنها بر دایره ها مماس رسم کرده ایم ، رو 𝑀بر هم مماس اند و از نقطه  𝑇مطابق شکل مقابل ، تمام دایره ها در نقطه . 2

𝑀𝑇1ثابت کنید :  = 𝑀𝑇2 = 𝑀𝑇3 = 𝑀𝑇4  . 

 

 

 

 

که طول مماس مشترک خارجی آنها مساوی . طول شعاع های دو دایره متخارج را بدست آورید 3

 است . ۸و طول خط المرکزین آنها مساوی    15√و طول مماس مشترک داخلی آنها   7√3

 

 

سانتی متر مربع است . طول شعاع های دو  π 16آنها سانتی متر و مساحت ناحیه محدود بین  2. طول خط المرکزین دو دایره مماس درونی 4

 دایره را بیابید.

 

 

 

دو به دو بر هم مماس اند . مطابق شکل مقابل این سه   r. سه دایره به شعاع های برابر 5

𝑟 6دایره به وسیله نخی بسته شده اند . نشان دهید طول این نخ   برابر  + 2 𝜋 𝑟   است و

𝑟2(√3سه دایره برابر به  محدود ناحیه هم چنین نشان دهید مساحت −
𝜋

2
 است .  (
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 درس سوم : چند ضلعی های محاطی  و محیطی

 

 :  یک چند ضلعی را محاطی گوییم ، هرگاه تمام راس های آن روی محیط دایره باشد.تعریف

 در این صورت دایره را دایره محیطی آن چند ضلعی می نامیم.

 

 ایره محیطی یک چند ضلعی ، نقطه همرسی عمودمنصف های همه اضلاع آن می باشد.: مرکز د6قضیه

 اثبات:

 

 

 

 نتیجه : یک چند ضلعی محاطی است 

 : یک چندضلعی را محیطی گوییم هرگاه تمام اضلاع آن بر دایره مماس باشند . تعریف 

 در این صورت دایره را دایره محاطی آن چند ضلعی می گوییم.

ز دایره محاطی یک چندضلعی ، نقطه همرسی نیمسازهای داخلی همه زاویه های آن : مرک7قضیه

 می باشد.

 اثبات :

 

 

 نتیجه : یک چندضلعی محیطی است  

حاصل ضرب شعاع دایره محاطی آن در نصف محیط  "سوال : آیا می توانید نشان دهید مساحت چند ضلعی محیطی برابر است با ؟

 "چندضلعی 
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 ی محاطی و محیطی : ) دایره های محیطی و محاطی مثلث (مثلث ها

 مماس شود . )دایره محاطی داخلی مثلث (  ABC: دایره ای رسم کن که بر سه ضلع مثلث دلخواه    1سوال 

 

 

 

 آیا می توانید رابطه ای برای شعاع این دایره بدست آورید ؟

 

 

 بگذرد .) دایره محیطی مثلث (  ABC: دایره ای رسم کن که از سه راس مثلث دلخواه  2سوال 

 

 

 نشان دهید شعاع دایره محیطی مثلث از رابطه زیر بدست می آید ؟

𝑟 =  
𝑎𝑏𝑐

4 𝑠
 

 

 

 نکته : در حالت خاص ، شعاع دایره محیطی مثلث قائم الزاویه برابر است با ............................... .

 زاویه همان وتر مثلث است .) چرا ؟(بعبارت دیگر قطر دایره محیطی مثلث قائم ال

 

 بنابراین :   

 مرکز دایره محیطی مثلث قائم الزاویه ، ................................... است.

 

 را بدست آورید .  a: شعاع دایره محیطی مثلث متساوی الاضلاعی به ضلع ۸تمرین 
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ه بین قطر دایره محیطی مثلث و ارتفاع وارد بر ضلع رو به رو به همان زاویه را نصف : ثابت کنید نیمساز هر زاویه داخلی مثلث ، زاوی9تمرین 

 می کند.

 

 

 

 

 

 

 

 

: ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویه مقابل به آن ضلع ، یکدیگر را روی محیط دایره محیطی مثلث قطع می 10تمرین 

 کنند .

 

 

 

 

 

 :مثال 

= CEقطع می کند ، اگر  Eرا در نقطه  BCرسم میکنیم که ضلع  ACاز مرکز دایره محیطی ، عمودی بر ضلع  ABCمثلث در  باشد ،   10 

 کدام است ؟  𝐴𝐸 اندازه 

1)30                                       2 )20                                           3 )5                                  4 )10 

 

 این مثلث کدام است ؟ک مثلث ، مساحت و محیط از نظر عددی با هم برابر اند . شعاع دایره محاطی یدر 

1)2                                           2 )3                                              3 )4                                 4 )5 

 

ضلع کوچکتر را به دو قطعه تقسیم می کند . نسبت این دو قطعه  در نقطه تماس ، ۸و  9،  13محاطی داخلی یک مثلث به طول اضلاع دایره 

 کدام است ؟

1)
1
3

                                        2 )
2
5

                                               3 )
3
7

                                 4 )
2
3
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کدام 𝑁𝐴کمان باشد ،    𝑁𝐴𝑀    ،40کمان قطع کرده اند . اگر   𝑁و    𝑀مثلث را در  دایره محیطی  𝐶𝐸و      𝐵𝐷، ارتفاع های  𝐴𝐵𝐶 مثلث ر د

 ؟است 

1)20                                    2 )40                                          3 )45                                4 )30 

𝐴𝐸�̂�شکل مقابل  ،  ر د = 5𝐵𝐴�̂�     می باشد . اگر𝐴𝐵�̂� = 𝐴𝐶و       36 = کدام  𝐴𝐸𝐶باشد ، شعاع دایره محیطی مثلث    6

 است ؟

1)3√3                              2 )6                                    3 )3                                 4 )3√2  

 

 

 

 

𝐴𝐵مماس است . اگر   𝑀و   Tبه ترتیب در    AC و    ABبر ساق های  ABCمحاطی مثلث متساوی الساقین ایره د  = و   25

𝐵𝐶 =  م است ؟کدا  𝑇𝑀باشد ،   14

1)
352
17

                        2  )
249
17

                                   3  )
250
27

                                 4 )
252
25

 

 

 

 

 کدام است ؟  𝐴𝐵�̂�شکل مقابل ، اندازه زاویه در  

1)60                  2 )30                        3 )90                           4 )45 
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 دایره های محاطی خارجی مثلث:

تعریف : دایره ای که بر یک ضلع و امتداد دو ضلع دیگر مماس است، دایره محاطی 

 خارجی مثلث نامیده می شود .

 دایره محاطی خارجی دارد . 3هر مثلث 

 

: مرکز دایره محاطی خارجی مثلث ، نقطه همرسی دو نیمساز خارجی و یک  ۸قضیه

 م آن است.نیمساز داخلی راس سو

 اثبات:

 

 

 

 

 

 

 نقطه وجود دارد که از سه ضلع مثلث به یک فاصله اند .  4نتیجه : در صفحه هر مثلث ، همواره 

 ) مرکز های دایره ی محاطی داخلی و  دایره های خارجی مثلث .( )چرا؟(

 شعاع های دایره های محاطی خارجی مثلث :

ABC   :𝑟𝑎: ثابت کنید در مثلث دلخواه  9قضیه =
𝑆

𝑃−𝑎 
         𝑟𝑏 =

𝑆

𝑃−𝑏 
         𝑟𝑐 =

𝑆

𝑃−𝑐 
              

 

BCشعاع دایره محاطی خارجی مماس بر ضلع   𝑟𝑎نصف محیط آن  و   𝑃مساحت مثلث ،     𝑆) در رابطه های بالا     = a        و 𝑟𝑏   شعاع

AC  دایره محاطی خارجی مماس بر ضلع  =  b  و𝑟𝑐    شعاع دایره محاطی خارجی مماس بر ضلعAB =  c   ).می باشد 

 اثبات :
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𝑟𝑎: اگر  11تمرین شعاع دایره محاظی داخلی این مثلث باشند، ثابت    rو   𝐴𝐵𝐶  شعاع های سه دایره محاطی خارجی مثلث    𝑟𝑐و    𝑟𝑏و     

 کنید :

 

 

 

 

 

 

 

 

 داریم :     ABCنشان دهید در مثلث   :    12تمرین

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑝2 = 𝑟𝑎 × 𝑟𝑏 + 𝑟𝑏 × 𝑟𝑐 + 𝑟𝑐 × 𝑟𝑎 
 

𝑆2 = 𝑟 × 𝒓𝒂 × 𝒓𝒃 × 𝒓𝒄 
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 مثال : 

𝐴𝐹شکل مقابل ، اگر در   =   ؟  کدام است  𝐴𝐵𝐶باشد ، محیط مثلث  9

1)9                            2 )1۸                                     3 )27                                 4 )30 

 

 ؟مثلث مماس استکدام مثلث ، الزاما دایره محاطی داخلی بر هر سه دایره محاطی خارجی در 

 ( متساو.ی الاضلاع4ین                     ( متساوی الساق3( قائم الزاویه متساوی الساقین                           2قائم الزاویه                        (1

 د ؟نکدام وضع را دار رتیبتبه ، مساحت و محیط مثلث   𝐹 و  𝐸 دایره بین دو نقطه ثابت بر روی  𝐷با تغییر نقطه تماس شکل زیر در 

  متغیر -( ثابت 4                       ثابت  –( ثابت 3                      متغیر  –( ثابت 2                       متغیر –(متغیر 1

 

 

 

دیگر مماس دایره محاطی خارجی به ضلع متوسط و امتداد دو ضلع   3و  5، 7ثلثی به طول اضلاع مدر  

 است . نقطه تماس ، ضلع متوسط را به کدام نسبت تقسیم می کند ؟

1)
1
9
                                  2  )

1
6

                     3  )
1
5
                          4 )2

9
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 چهارضلعی های محاطی و محیطی :

 : یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویه مقابل آن مکمل باشند. 10قضیه

 اثبات:

 

 

 

قطعه های یک قطر آن با حاصل ضرب قطعه های دیگر آن : نشان دهید یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر حاصل ضرب 13تمرین 

 برابر باشد.

 

 

 

 

 

 

 : ثابت کنید شکل حاصل از تلاقی نیمسازهای داخلی ذوزنقه متساوی الساقین ، یک چهارضلعی محاطی است .14تمرین 

 

 

 

 

 

 : ثابت کنید یک ذوزنقه محاطی است اگر و تنها اگر متساوی الساقین باشد.15تمرین 
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 : مثال  

 باشد ، محیط ذوزنقه کدام است ؟ ۸ذوزنقه است . اگر شعاع برابر  𝐴𝐵𝐶𝐷در شکل مقابل  

1)50                                  2)40                                   3 )24                                      4 )34 

 

 

𝐴𝐵�̂�قطع کرده اند . اگر را   𝐿در شکل مقابل دو دایره خط  =  کدام است؟ 𝐷𝐸𝑀باشد ، زاویه    70

1)20                              2  )110                                3 )55                           4 )70 

 

 

 

𝐵𝐴�̂�امتداد می دهیم . اگر   𝐸تا  نقطه   𝐵را از طرف  𝐴𝐵مفروض است . ضلع  𝐴𝐵𝐶𝐷محاطی  هارضلعی چ = 𝐴𝐷�̂�و    90 = باشد ،  6۸

 کدام است ؟  𝐸𝐵�̂�زاویه 

1)66°                             2 )6۸ °                                  3 )70 °                                      4 )۸۸ ° 

 

 

 

 

 : چهارضلعی محیطی است اگر و تنها اگر مجموع اندازه های دو ضلع مقابل آن برابر  با مجموع اندازه های دو ضلع مقابل دیگر باشد. 11قضیه

 اثبات :
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 : یک ذوزنقه هم محاطی است هم محیطی . 16تمرین

 " میانگین هندسی دو قاعده   ×ده میانگین حسابی دو قاع "ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است با  

 

 

 

 

 

 

  : ثابت کنید هر چند ضلعی منتظم ، هم محاطی است و هم محیطی .12قضیه 

 اثبات:

 

 

 

 

 

 

نتیجه : هر چند ضلعی منتظم قابل محیط شدن بر یک دایره و قابل محاط شدن در یک دایره دیگر است، که این دو دایره هم مرکز می 

 باشند.)چرا؟(
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: ثابت کنید مساحت هر شش ضلعی منتظم محاط در یک دایره ، واسطه هندسی است بین مساحت های مثلث های متساوی الاضلاع  17رینتم

 محاطی و محیطی همان دایره.

 

 

 

 

 مثال : 

 مقابل ، شعاع دایره محاطی کدام است ؟ ABCDدر چهارضلعی محیطی  

1)6                     2 )3                             3 )5                           4 )2  

 

 دو ضلع مجاور یک چهارضلعی محیطی با هم برابراند . برای این چهارضلعی کدام حکم درست است ؟

 ( قطر های آن عمود منصف یکدیگر اند .2( قطر های آن با هم مساوی اند.                                   1

 ( قطر های آن یکدیگر را نصف می کنند .4                              هم عمود اند .         ( قطر های آن بر3

 

 

  نسبت مساحت لوزی به مساحت دایره محاطی آن کدام است ؟  αدر لوزی با زاویه حاده 

1 )    
2

𝜋 cos
𝛼

2   
                                 2 )   

4
𝜋 sin 𝛼

                       3     )
4

𝜋 cos 𝛼
                                 4    )

2
𝜋 sin 

𝛼

2
 

 

 

باشد ،  3√32ذوزنقه متساوی الساقین است . اگر مساحت آن برابر  ABCDدر شکل مقابل ، چهارضلعی 

 ساق این ذوزنقه کدام است ؟

1)۸                       2 )16                                 3  )16√3                              4 )
۸√3

3
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باشد ،  20برابر  𝑂𝐵وصل کرده ایم . اگر طول پاره خط    𝐵و  𝐴( را به دو راس مجاور  Oیک دوازده ضلعی منتظم ) نقطهمرکز  

 کدام است ؟ 𝑂𝐵از پاره خط   𝐴فاصله نقطه  

1)10                                  2 )20                                3 )
5√3

2
                              4  )

15√3
2

 

 

باشد ،  2در شکل مقابل مثلث و شش ضلعی زیر منتظم اند . اگر ضلع شش ضلعی منتظم برابر 

 چقدر است ؟ضلع مثلث 

1)4√3                                      2 )√3                               3 )۸√3                          4 )3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��رزاده



32 
 

 مسائل بخش سوم از کتاب درسی:

ضلعی های منتظم محاطی و محیطی در آن در نظر بگیرید .  nو    r .یک دایره به شعاع 1

ضلعی منتظم محیطی و محاطی باشد ،   nهای اندازه های ضلع   CD و    ABنشان دهید اگر 

𝐶𝐷  آن گاه :  = 2 𝑟 𝑠𝑖𝑛
1۸0

𝑛
𝐴𝐵و    = 2 𝑟 tan

1۸0
𝑛

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 را ساخته ایم . 𝑀𝑁𝑃مفروض است . با امتداد دادن اضلاع شش ضلعی مطابق شکل ، مثلث    𝐴𝐵𝑉𝐷𝐸𝐹. شش ضلعی منتظم 2 

 ضلاع است .متساوی الا 𝑀𝑁𝑃 الف ( نشان دهید

  است . 𝑀𝑁𝑃ب( نشان دهید مساحت شش ضلعی ، دو سوم مساحت مثلث  

را به   ′′THو   ′TH   ،THدرون شش ضلعی عمود های   𝑇پ( از نقطه دلخواه 

می دانید ،  1رسم کنید . با توجه به آنچه از هندسه پایه  AFو   BC  ،ED ترتیب بر

 برابر است ؟ 𝑀𝑁𝑃 زء از مثلث این سه عمود با کدام جطول های  مجموع 

چه کسری از مساحت   𝑇𝐴𝐹و  𝑇𝐵𝐶   ،𝑇𝐷𝐸 ت( مجموع مساحت های مثلث های  

 است ؟  𝑀𝑁𝑃مثلث 

𝑆𝑇𝐵𝐶نشان دهید :   + 𝑆𝑇𝐷𝐸 + 𝑆𝑇𝐴𝐹 = 𝑆𝑇𝐴𝐵 + 𝑆𝑇𝐸𝐹 + 𝑆𝑇𝐶𝐷 
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 تبدیل هندسی :

نظیر می کند و بر  P را از صفحه ′𝐴،  دقیقا یک نقطه مانند  P از صفحه 𝐴، تابعی است که به هر نقطه  P درصفحه  Tتبدیل  :فتعری

 است .  P از صفحه 𝐴 دقیقایک نقطهتصویر P از صفحه ′𝐴 عکس . هر نقطه

 را نظیر می کند . Pو تنها یک عضو از مجموعه یک  P عضو مجموعه ی عبارتی می توان نگاشت را اینگونه بیان کرد: تناظری که به هربه 

 نمایش دهیم به اختصار چنین می نویسیم : Tگر تبدیل را با حرف ا

                                                                          𝑇: 𝑃 → 𝑃 

         𝑇(𝐴) = 𝐴 

 صویر آن شکل می گویند.تبدیل می توانند موقعیت ، اندازه پاره خط ها و یا شکل را تغییر دهند ، به تبدیل یافته شکل اولیه ،ت

 تبدیل هایی که طول پاره خط را حفظ می کنند ، تبدیلات طولپا ) ایزومتری ( نامیده می شوند.طول پا )حافظ طول  یا ایزومتر( : تبدیل 

𝑇(𝐵)به عبارتی اگر داشته باشیم :   = 𝐵′   .   𝑇(𝐴) = 𝐴′    : آنگاه داریم ،𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′  . 

 ترتیب اگر تبدیلی شیب خطوط را حفظ کند نیز به آن تبدیل ، حافظ شیب می گوییم . به همین

𝐼(𝐴)داشته باشیم :  𝑃از صفحه  𝐴را تبدیل همانی گوییم ، هرگاه به ازای هر نقطه    𝐼تبدیل همانی :  = 𝐴 . 

 د ، نقطه ثابت تبدیل می گوییم .فتبی که تبدیل یافته ی آن روی خودش  نقطه ثابت تبدیل : در هر تبدیلی ، نقطه ای را

 با توجه به تعاریف بالا قضایای زیر به سادگی اثبات می شوند .

 : در هر تبدیل ایزومتری ، تبدیل یافته هر خط راست ، خطی راست می باشد . 1قضیه

 اثبات :

 

  

 

 ن می باشد.: در هر تبدیل ایزومتری ، تبدیل یافته هر زاویه ، زاویه ای هم اندازه با آ 2قضیه

 اثبات :
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 بر هم عمود باشند.) چرا ؟( ′𝑙و   ′𝑑بر هم عمودند اگر و فقط اگر تصویر آنها یعنی   𝑙 و     𝑑نتیجه : اگر تبدیلی ایزو متری باشد ، خط های 

بنابراین می توان گفت به طور کلی هر چند ضلعی نتیجه : همانطور که ثابت کردیم ایزومتری ها  ، اندازه زاویه و اندازه پاره خط ها را حفظ می کنند، 

 و تصویرش تحت تاثیر تبدیلی ایزومتری باید با هم هم نهشت باشند .

ت دقیق در سال های قبل تبدیلات زیر را بصورت شهودی بررسی کردیم ، که در زیر یادآور می شویم . اما در ادامه  در این فصل می خواهیم به اثبا

 دازیم .ویژگی های آنها بپر

 نسبت به یک خط )محوری(( –) نسبت به یک نقطه )مرکزی( بازتاب: -1

 

 

 

 

 جهت اصلی                                 در صفحه جابه جا می کنیم .(4) به کمک بردارهای انتقال اشکال را در  انتقال:-2

 

 

 

 )چه اندازه ؟ نسبت به کجا ؟ در چه جهتی ؟ ( دوران:-3

 

 

 : روی هر شکل تبدیل خواسته شده را انجام دهید.1 تمرین

 

 

 

 

 

 

 

 

 

در جهت  Oنسبت به نقطه  90دوران ) 

 ( خلاف عقربه های ساعت
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 می باشد .  O، همان بازتاب مرکزی نسبت به نقطه  180نیم ، دوران حول نقطه ای به اندازه داهمانطور که می *

 ه پاره خط ها و زاویه ها را تغییری نمی دهند.نتیجه: بطور شهودی دیدیم که بازتاب ، انتقال و دوران می توانند موقعیت شکل را تغییر دهند اما انداز

 

تصویر شود ، چنان ′𝐴′𝐵′𝐶′𝐷تحت این تبدیل روی چهارضلعی  𝐴𝐵𝐶𝐷تبدیلی طولپا باشد و ذوزنقه 𝑇 .اگر 1مثال

𝐴𝐵 ‖𝐶𝐷     ،   𝐴𝐷چه   ⊥ 𝐶𝐷  𝐴𝐵 = 4      ،𝐵𝐶 = 𝐴𝐷و     10 = باشد، محیط چهارضلعی          8

𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′    .را بدست آورید 

 

 

 

 

 :بیشترمثال های 
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 بررسی دقیق  تبدیلات هندسی پرکاربرد:

ری ( .بارتاب: همانطور که در سال های قبل دیدیم شکل را می توانیم نسبت به یک نقطه )بازتاب مرکزی ( یا نسبت به خطی داده شده )بازتاب محو1

 ویژگی بازتاب محوری را بررسی می کنیم .در این بخش  بازتاب دهیم و تصویر جدید را بدست آوریم.

 𝑑است بطوری که خط  ′𝐴، نقطه ای مانند 𝑑نسبت به خط ثابت  𝐴تعریف : بازتاب محوری : بازتاب نقطه 

 باشد . ′𝐴𝐴 منصف پاره خط دعمو

𝑑 می گوییم و بصورت زیر نمایش می دهیم :  را خط یا محور بازتاب 

𝑆𝑑(𝐴) = 𝐴′                (می باشد 𝐴′نقطه 𝑑نسبت به خط 𝐴 بازتاب نقطه) 

 

 می دانیم که اگر نقطه ای روی محور بازتاب باشد ، بازتاب آن بر خودش منطبق می شود . 

𝑆𝑑(𝐴)آنگاه  𝐴 𝜖 𝑑 یعنی اگر  = 𝐴  اب محوری نتیجه می توان گفت بازتکه طبق تعاریف قبل چنین نقاطی را نقاط ثابت در بازتاب می نامیم و در

 بی شمار نقطه ثابت دارد.

 طولپا( است. –: ثابت کنید بازتاب تبدیلی ایزومتر )حافظ طول 3قضیه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سوال ؟؟ آیا بازتاب شیب را حفظ می کند ؟؟

 دو حالت زیر به سوال بالا پاسخ دهید :در 

 (خط با محور بازتاب موازی باشد .                     1

 

 ( خط با محور بازتاب موازی نباشد .2
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 این :بنابر  محور بازتاب باشد. ازی یا عمود برخط مو. مگر آنکه پاره  حفظ نمی کندنتیجه : بازتاب در حالت کلی شیب خط را 

به ور زاویه ای برابر می سازند و یا اینکه موازی محور بازتاب هستند و خط و بازتاب آن نسبت به یک محور ، یا با آن محور همرس اند و با محهر 

 بر از آن قرار دارند .اصله ای براف

و   𝐵  ،𝐶به  𝐴تحت بازتاب است . در شکل اولیه وقتی به ترتیب از 𝐴𝐵𝐶𝐷تصویر چهارضلعی محدب  ′𝐴′𝐵′𝐶′𝐷سوال؟؟؟ در شکل زیر چهارضلعی 

𝐷 می رویم ، جهت حرکت موافق عقربه های ساعت است . جهت حرکت در بازتاب این نقاط چگونه است؟ 

 ، بازتاب جهت شکل را حفظ می کند ؟  آیا می توان گفت

 

 

 

 

 تذکر :

 کدام نقطه است ؟ ................. چرا ؟𝑑 نسبت به خط ′𝐴 است ، بازتاب  𝑑 نسبت به خط  𝐴 بازتاب′𝐴*وقتی 

 *قرینه قرینه هر نقطه ........................... است .

 ب با خودش یک تبدیل همانی است .، که ترکیب هر بازتا ان ساده تر می توان گفتو به زب نتیجه : در واقع 

 هم اندازه اند. ′𝐴′𝐵 و  𝐴𝐵باشد ، 𝐴𝐵 بازتاب  ′𝐴′𝐵در راستای عمود بر خط بازتاب قرار دارد ، ثابت کنید که اگر 𝐴𝐵 .در حالتی که پاره خط2مثال

 

 

 

و  4، به ترتیب  𝑑از خط  B و Aهستند. فاصله دو نقطه   𝑑 در یک طرف خط  B و  A دریک صفحه واقع اند و نقاط  Bو  A و دو نقطه   d .خط3مثال

  چقدر است ؟  ′ABباشند ، طول  ′Bو   ′𝐴، نقطه های  dدرجه می سازد . اگر بازتاب این دو نقطه نسبت به خط  30زاویه  𝑑 با خط   𝐴𝐵و امتداد  2
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 ؟قرار دارد 𝑑باشد .کدام نقطه زیر روی خط    𝐴′(−1.2)، نقطه    𝑑سبت به خط ن 𝐴(2.5)اگر در دستگاه محورهای مختصات ، بازتاب نقطه  .4مثال

1( )1.3                               )2( )1.4                              )3( )0.5                       )4( )2.5)  

 

 

 

حت باشد ، مسا  Lنسبت به خط  AB بازتاب   ′A′Bدرجه قطع می کند . اگر  45را با زاویه     Lخط سانتی متر   6به طول  𝐴𝐵خط پاره  .5مثال

 چقدر است ؟   ′AA′BBچهارضلعی 

 

 

 

 

با   AB. اگر امتداد می نامیم  Lنسبت به ABبازتاب را   'A'B .است  2از خط برابر   Aرا قطع نکرده و فاصله  Lخط  4به طول  AB: پاره خط 6مثال 

 چقدر است ؟  ′𝐴𝐵𝐵′𝐴درجه بسازد ، مساحت چهارضلعی  60زاویه   'A'Bخط 
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 :بیشترمثال های 
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 انتقال :-2

ارت دیگر از نقطه رسم کنیم ، بعب    �⃗�داری مساوی با بردار بر 𝐴 داده شده باشد ، و از نقطه    �⃗�همانطور که در سال های قبل دیدیم ، اگر بردار ثابت 

𝐴 با بردار�⃗�    حرکت کنیم تا نقطه جدید 𝐴′  بدست آید ، آنگاه 𝐴′   را انتقال یافته نقطه𝐴  تحت بردار�⃗�     . می نامیم

 پس می توان گفت :

⃗⃗′𝐴𝐴است که   ′𝐴  ، نقطه ای مانند  �⃗� تحت بردار 𝐴 نقطه  تعریف : انتقال یافته ⃗⃗ ⃗⃗  = �⃗�     ویسیم :و می ن 

 𝑇�⃗⃗� (𝐴) = 𝐴′                (  است  𝑉 ⃗⃗  (′𝐴  انتقال یافته ی𝐴 تحت بردار  ⃗⃗

 

 بدیلی ایزومتر است .: ثابت کنید انتقال ت4قضیه

 

 

 

 

 

𝑇(𝐴) که   𝑃 از صفحه   Bو  𝐴 نتیجه : انتقال تبدیلی ایزونتر است و برای هر دو نقطه   = 𝐴′و  𝑇(𝐵) = 𝐵′داریم : AB = A′B 

 : ثابت کنید انتقال حافظ شیب است .5قضیه

 

 

 

 

 

 ′′𝐴را مستقیما روی  𝐴 باشد ، آنگاه تبدیلی معرفی کنید که   �⃗�تحت بردار′𝐴نیز انتقال یافته ′′𝐴و   �⃗�تحت بردار  𝐴  انتقال یافته نقطه ′𝐴: اگر 7مثال 

 تصویر کند .
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 لی است که بردار نظیر آن ، مجموع بردارهای نظیر هر یک از انتقال ها می باشد .نتیجه : ترکیب چند انتقال ، انتقا

 

 

 

ABرا که در آن   ABCمثلث . 8مثال = 10   ،AC = BCو   24 = است ، انتقال داده ایم و تصویرش مثلث  7است تحت برداری که طول آن    26

A′B′C′ شده است . مساحت A′B′C′ . را بدست آورید 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 و  ′𝐿  و 𝐿سانتی متر رسم کنید که دو سر آن روی   5در صفحه مفروض اند . پاره خطی به طول  ′′𝐿و  ′𝐿و   𝐿. سه خط دوبه دو غیر موازی  9مثال 

 باشد . ′′𝐿 موازی 

 

 

 

 

 

را در انتقال با بردار به طول  ′𝐷به دست می آید.  ′𝐷می سازد ، انتقال می دهیم خط  75که با آن زاویه  2√3را با بردار به طول  𝐷.خط 10مثال 

  کدام است ؟  ''D و  𝐷باشد آن گاه فاصله   ′′𝐷و  𝐷 ین ب  ′𝐷 به دست می آید . اگر  ′′𝐷می سازد ، تصویر می کنیم. خط  15زاویه  ′𝐷 که با  6√3
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 :بیشترمثال های 
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 .دوران در صفحه 3

 𝑂  را به مرکز دوران یعنی  𝐴 ، هر نقطه از شکل مثل  αو اندازه  زاویه  Oهمان طور که از قبل می دانیم ، برای دوران دادن شکل به مرکز دوران 

    𝑂𝐴 رسم کرده و روی ضلع دیگر این زاویه ، پاره خطی به اندازه   αزاویه ای برابر با  𝑂𝐴  جهت خواسته شده به کمک  وصل می کنیم .سپس در

 بدست آید .  ′𝐴 کنیم تا جدا می 

است بطوری   ′𝐴 نقطه ای مانند 𝑃واقع در صفحه   𝐴نقطه یافته  معین  و جهت دار باشد ، دوران زاویه  αو  𝑃  نقطه ثابت در صفحه  𝑂 تعریف : اگر 

 که هر دو شرط زیر را داشته باشیم :

1) 𝑂𝐴 = 𝑂𝐴′                                                    2)𝐴𝑂𝐴′ = 𝛼  ̂  

 و می نویسیم :  

𝑅𝑂
𝛼 (𝐴) = 𝐴′                       ( α  به اندازه  𝑂 حول نقطه ی  𝐴 دوران یافته ی نقطه 𝐴′) 

 

  : ثابت کنید دوران تبدیلی ایزومتر است .6قضیه 

 

 

 

 

 

 

𝑅(𝐴)که   𝑃 از صفحه 𝐵  و    𝐴 نتیجه : دوران تبدیلی ایزومتر است و برای هر دو نقطه  = 𝐴′      و 𝑅(𝐵) = 𝐵′  ، داریم : باشد 𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′      

𝐴𝐶 .در شکل زیر  .11مثال = 𝐴𝐵 . 𝐴𝐷 = 𝐴𝐸 . 𝐶𝐴�̂� = 50 . 𝐴𝐸�̂� =   چند درجه است ؟  αاست . زاویه    65
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  منطبق گردد؟ ′𝐷 را حول آن نقطه دوران دهیم بر 𝐷مفروض اند. چند نقطه وجود دارد که اگر ′𝐷 و  𝐷 .دو خط 12مثال

 

 

 

 

 

نا  ′BBو  ′𝐴𝐴در یک دوران باشد و   ABدوران یافته   ′A′B با طول برابر در یک صفحه داده شده است . اگر  ′A′Bو   AB: دو پاره خط 2تمرین

 موازی باشند ، مرکز دوران را پیدا کرده و زاویه دوران را مشخص کنید . 

 

 

 

 

راس را چنان رسم کنید که  𝐴 در یک صفحه داده شده اند ، مثلث متساوی الساقین قائم الزاویه ای به راس  𝐴 و نقطه  Lو   𝐷دو خط  . 3تمرین

 باشد . 𝐿 و   𝐷به ترتیب روی خط های   𝐶 و  𝐵 های 

  

 

 

 

 

است و در ای حالت تبدیلی حافظ شیب است . گاهی این دوران را   𝑂 همان بازتاب نسبت به نقطه  180به اندازه  𝑂دوران حول نقطه تذکر مهم : 

 حافظ شیب است . نیز می نامند . چنین تبدیلی حافظ طول ،  𝑂تبدیل نیم دور حول نقطه 

 ترکیب دو دوران هم مرکز ، دورانی با همان مرکز و با زاویه ای مساوی مجموع زاویه های آن ها می باشد ، به بیان دیگر : *

𝑅𝑜
𝛽
𝑂𝑅𝑜

𝛼 = 𝑅𝑜
𝛼+𝛽
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 مثال تستی : 
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 مثال مهم :چند 

  شکل ، دو خط  در𝑑1   و𝑑2   با زاویهθ   . یکدیگر را قطع کرده اند

است .    𝑑1بت به خط  نس 𝐴𝐵𝐶بازتاب مثلث   ′𝐴′𝐵′𝐶مثلث 

ید و آن را  رسم کن  𝑑2را نسبت به خط  ′𝐴′𝐵′𝐶بازتاب مثلث 

𝐴′′𝐵′′𝐶′′ . بنامید 

̂′′𝐴𝑂𝐴 ( نشان دهید :الف  = 2 θ 

 چقدر است ؟ ̂′′𝐵𝑂𝐵و   ̂′′𝐶𝑂𝐶 ب( اندازه 

 𝐴𝐵𝐶را تصویر مثلث   ′′𝐴′′𝐵′′𝐶با چه تبدیلی می توان مثلث   پ(

 ؟دانست ؟ چه نتیجه ای می گیرید 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 است . بازتاب مثلث  𝑑1نسبت به خط  𝐴𝐵𝐶  بازتاب مثلث  ′𝐴′𝐵′𝐶از آن قرار دارد و مثلث  𝑚 و به فاصله   𝑑2به موازات  𝑑1شکل زیر ، در *

𝐴′𝐵′𝐶′   را نسبت به خط𝑑2  رسم کنید و آنرا𝐴′′𝐵′′𝐶′′ . بنامید 

′′𝐴𝐴  الف( نشان دهید : =  2 𝑚 

 چقدر است ؟ ′′𝐶𝐶و  ′′𝐵𝐵 ب( اندازه 

 انست ؟د 𝐴𝐵𝐶 را تصویر مثلث  ′′𝐴′′𝐵′′𝐶 پ( با چه تبدیلی می توان مثلث

  نتیجه ای می گیرید؟چه  
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به اندازه   ′𝐴 را حول نقطه 𝐴می نامیم . نقطه   ′𝐴نقطه   𝑑تصویر این نقطه را تحت بازتاب به خط  قرار دارد .  𝑑از خط   6√2به فاصله   𝐴*نقطه 

 را محاسبه کنید .′′𝐴𝐴طول پاره خط  حاصل شود . ′′𝐴رجه دوران می دهیم تا نقطه  د 120

 

 

 

′𝐴𝐴است . اگر 𝐿در بازتاب نسبت به خط 𝐴تصویر نقطه     ′𝐴 *نقطه = 𝑂𝐴و  𝐿روی خط   𝑂و  نقطه    16 =  از خط    𝐴 باشد ، فاصله نقطه  10

𝑂𝐴′ قدر است ؟چ 

 

 

 

می نامیم . اندازه  ′′𝐴را   ′𝑑 نسبت به خط ′𝐴 و بازتاب  ′𝐴را  𝑑نسبت به خط  𝐴*در شکل مقابل بازتاب نقطه 

 چقدر است ؟  ̂′′𝐴𝑂𝐴 زاویه

 

 

 

 ′𝑑و سپس نقطه حاصل را نسبت به خط   𝑑را یکبار نسبت به خط   𝐴است .  4برابر   𝑑و   ′𝑑از محل تلاقی دو خط  𝐴طه مقابل فاصله نق*در شکل 

 از تصویر نهایی چقدر است ؟  𝐴 بازتاب می دهیم . فاصله نقطه
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 جانس :ت

را حفظ تبدیل های طول پا را در بخش های قبلی بررسی کردیم . در هندسه اقلیدسی ، تبدیل هایی وجود دارند که شیب و اندازه زاویه ها و هم خطی 

 می کنند ولی در حالت کلی طول پا نیستند.

ثابت می مانند اما اندازه ضلع ها ممکن است ثابت نمانند برای مثال در تشابه مثلث ها مشاهده کردیم که وقتی دو مثلث متشابه اند ، اندازه زاویه ها 

 در عوض، نسبت اندازه اضلاع متناظر ثابت می مانند .

 ثابت نگه می دارد . این تبدیل تجانس نام دارد .است و نسبت اضلاع را اکنون می خواهیم تبدیلی را معرفی کنیم که حالت خاصی از تشابه 

 

 

 تعریف :

𝑘 ت در صفحه و نقطه ای ثاب 𝑂اگر  ≠ گوییم ، 𝑘 و نسبت تجانس   𝑂در تجانس به مرکز  𝑀را مجانس نقطه  ′𝑀یک عدد حقیقی باشد ، نقطه 0

 هرگاه سه شرط زیر برقرار باشد :

 روی یک خط راست باشند . ′𝑀و   𝑂    ،𝑀الف ( سه نقطه  

′𝑂𝑀ب(  = |𝑘| ∙ 𝑂𝑀 

𝑘 اگر            پ(  >  )تجانس مستقیم (قرار دارند . 𝑂در یک طرف نقطه  ′𝑀و  𝑂𝑀نیم خط  روی ′𝑀باشد ،  0

 

𝑘اگر                 <  )تجانس معکوس( قرار می گیرد . ′𝑀و  𝑀 بین نقاط  𝑂 منفی باشد ، نقطه  0

′𝑀باشد ، می نویسیم :   𝑘 و با نسبت 𝑂 نسبت به نقطه   𝑀مجانس    ′𝑀در این صورت هرگاه  = 𝐷𝑂
𝑘  (𝑀) 

  ( اگر در یک تجانس، نسبت تجانس بزرگتر از یک𝑘 > 𝑘باشد )  -1(یا کوچکتر از  1 < ( ، تجانس را انبساطی می گوییم . در این  1−

 حالت تصویر نقطه ، از مرکز تجانس دور می شود .

  باشد )  -1و  1اگر در یک تجانس ، نسبت تجانس بین𝑘 ≠ 1 ، − 1 < 𝑘 < انس را انقباضی می گویند . در این ( ، در این صورت تج 1

 یک می شود .حالت تصویر نقطه ، به مرکز تجانس نزد

  اگر𝑘 = 𝑘باشد ، آنگاه یک تبدیل همانی خواهیم داشت . و اگر  1 =  باشد ، آن را تجانس نیم دور یا بازتاب مرکزی می نامیم .  1−

|𝑘|پس بنابراین اگر  =  تبدیل طول پاست .    1

 اگر 𝑀′ مجانس 𝑀  نسبت به مرکز تجانس𝑂  و با نسبت𝑘 باشد ، آنگاه 𝑀  نیز مجانس𝑀′  است نسبت به مرکز تجانس𝑂  1و با نسبت
𝑘

   

  در تجانس ، یک شکل متشابه با شکل اولیه با نسبت تشابهk .بدست می آید 

 مفروض . بر ضرب نسبت تجانس های*ترکیب دو تجانس با مرکز های یکسان ، تجانسی است  با همان مرکز و نسبت تجانس برا 

 𝐻𝑂
𝑘′

𝑜𝐻𝑂
𝑘(𝑀) = 𝐻𝑂

𝑘𝑘′
 

 . ترکیب یک تجانس و یک انتقال همواره یک تجانس است که نسبت آن همان نسبت تجانس مفروض است * 
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  داده شده اند : 𝑂 و نقطه 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 : در شکل مقابل پنج ضلعی  13مثال

 و با نسبت 𝑂را در تجانسی به مرکز  پنج ضلعی  الف ( مجانس
1
2

 رسم کنید . 

 رسم کنید .2 و با نسبت   𝑂 را در تجانسی به مرکزپنج ضلعی  ب( مجانس 

 شده است ؟ پ( آیا این دو تجانس طولپا هستند ؟ شیب پا چطور ؟ آیا جهت شکل حفظ

 

 

 

 

 

 

 

 

 خواص تجانس:

|𝑘| .با توجه به تعریف تجانس، بدیهی است که تجانس تبدیلی طولپا نیست مگر آنکه1 = 1 . 

 س جهت شکل را حفظ می کند .)چرا ؟(. تجان2

 در تجانس غیر همانی فقط یک نقطه ثابت داریم که همان مرکز تجانس است . .2

  ثابت کنید تجانس شیب را و در نتیجه زاویه را حفظ می کند . :6قضیه 
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 تجانس دانست ؟ در چه صورت امکان پذیر است ؟در یک صفحه را تصویر یکدیگر در یک  ′𝐴′𝐵و  𝐴𝐵: آیا  میتوان دو پاره خط  14مثال

 

 

 

 

: به کمک تجانس ثابت کنید وسط قاعده های یک ذوزنقه ، نقطه تلاقی قطرهای آن و نقطه تلاقی امتداد ساق های آن روی یک خط قرار  15مثال

 دارند .

   

 

 

 

 

 

 تصویر یک دایره در یک تجانس :

 جانس یک دایره است . ثابت کنید تصویر هر دایره در یک ت: 7قضیه 

 

 

 

 

 

   ثابت کنید هر دو دایره با شعاع های مختلف در صفحه ، تصویر هم در دو تجانس مستقیم و معکوس می باشند . :8قضیه 

 

 

 

 

ا تهای پاره خط هه: بطور کلی برای پیدا کردن مرکز های دو دایره یک شعاع در یکی از آنها را با قطر موازی آن در دیگری در نظر می گیریم . اننکت

 هم وصل می کنیم ، محل  تلاقی خط های ایجاد شده با خط المرکزین ، مراکز تجانس دایره هاست .را به 
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همان نقطه های همرسی مماس مشترک های خارجی و داخلی با خط  ′𝑆و  𝑆در دو دایره متخارج 

 المرکزین دو دایره است.

 

 

 ختلف مراکز تجانس های مستقیم و معکوس که دو دایره در آ ن ها تصویر یکدیگرند را مشخص کنید.: با رسم دو دایره با شعاع های م 16مثال

 خارج الف ( دو دایره متخارج                                                                                        ب( دو دایره مماس

 مماس درون  ( دو دایرهت                                                                        دو دایره متقاطع                     (پ

 رکزث( دو دایره متداخل                                                                                           ج( دو دایره هم م

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فت :بطور خلاصه می توان گ

 ، که دو حالت می تواند داشته باشد :مجانس هر دایره ، خودش هم یک دایره است . و مهم تر آنکه هر دو دایره نامساوی مجانس هم اند 

  

 

 

 

 

−نسبت تجانس : 
𝑅′

𝑅
 

 مرکز تجانس : محل برخورد مماس مشترک های داخلی

′𝑅نسبت تجانس : 

𝑅
 

 س مشترک های خارجی مرکز تجانس : محل برخورد مما
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 تجانس در دو چندضلعی :*

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸اگر مجانس چندضلعی  ′𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′𝐸 را رسم کنیم و چند ضلعی  𝑘و نسبت   𝑂 به مرکز   …  بدست آید ، آنگاه : …

 𝐴𝐴′     ،𝐵𝐵′     ،𝐶𝐶′    و ... از نقطه𝑂 . می گذرد 

 

 .  نسبت تشابه دو چند ضلعی برابر است با.... 

 

 

 

𝐴1ضلعی nاگر  : 17مثال
′ 𝐴2

′ …𝐴𝑛
𝐴1𝐴2ضلعی  n مجانس ′ …𝐴𝑛  باشد ، نشان دهید این دوnند.ضلعی با هم متشابه ا 

 نیستند .دو شکل متشابه ، الزاما متجانس  وال : آیا س*

 

𝑘: در تجانسی با نسبت  18مثال <  نشان دهید : 𝑂 و مرکز تجانس 0

 الف ( تجانس شیب را حفظ می کند .

 زاویه بین خطوط را حفظ می کند . ب( تجانس
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 از حالات زیر رسم کنید .در هر یک  𝑀 خارج دایره مفروض است . مجانس این دایره را نسبت به نقطه 𝑀 و نقطه 𝐶(𝑂 ، 𝑅): دایره  19مثال

𝑘الف(  = 𝑘ب(                               2 = 𝑘پ(                    2− =
1
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   و  𝐺در تجانس به مرکز 𝐴𝐵𝐶 مجانس مثلث ′𝐴′𝐵′𝐶 )مرکز ثقل آن( باشد  و مثلث ABC  حل برخورد میانه های مثلثم 𝐺: فرض کنید  20مثال

𝑘 نسبت =  −
1
2

 باشد . 

 بیابید؟ 𝐴𝐵𝐶را نسبت به مثلث  ′𝐶و    ′𝐵و   ′𝐴الف( مکان راس های 

 است ؟ 𝐴𝐵𝐶 چه کسری از مساحت مثلث ′𝐴′𝐵′𝐶ب( مساحت مثلث 

 

 

 

 

 

 

 

باشد ، نشان دهید :      𝑘و نسبت  𝑂و در تجانس به مرکز  𝐴𝐵مجانس پاره خط  ′𝐴′𝐵: فرض کنید پاره خط  21مثال
𝐴′𝐵′

𝐴𝐵
= 𝑘 
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′𝑂𝑂می باشند . اگر  5و  3مراکز دو دایره به شعاع های  ′𝑂و  𝑂:  22مثال  =  باشد ،  12

 فاصله ی مرکز تجانس مستقیم این دو دایره از مرکز دایره بزرگتر چقدر است ؟ (الف 

 فاصله مرکز تجانس معکوس این دو دایره از مرکز دایره بزرگتر چقدر است ؟ ب(

 

 

 

 مفروضند . فاصله ی مراکز تجانس مستقیم و معکوس آنها را بیابید . 5و خط المرکزین  6و  4دو دایره به شعاع های :  23مثال 

 

 

 

𝐴𝐶: در یک مثلث به اضلاع  24مثال  = 4   ،𝐴𝐵 = 𝐵𝐶و    6 = دایره محاطی داخلی و یکی از دایره های محاطی  Aبا یک تجانس به مرکز  8

 خارجی مجانس یکدیگر اند . نسبت تجانس را بیابید .

 

 

 

است . اگر  36می باشد و مساحت ذوزنقه برابر  7و  5به ترتیب    𝐶𝐷و     𝐴𝐵ل قاعده های  طو 𝐴𝐵𝐶𝐷: در ذوزنقه متساوی الساقین   25مثال 

 ، فاصله مرکز تجانس مستقیم از معکوس چقدر است ؟باشد  𝐴𝐵عده مجانس قا𝐶𝐷 قاعده  

 

 

 

 

− و نسبت  𝑂با یک تجانس به مرکز نقطه   𝐴𝐵  ضلع  𝐴𝐵𝐶𝐷در ذوزنقه  :  26مثال 
3
2

تصویر می شئد . اگر مساحت مثلث     𝐶𝐷ضلع  بر روی 

𝐴𝑂𝐵    اشد ، مساحت ذوزنقه چقدر است ؟ب 4برابر با 
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2 یک مربع را در تجانسی  با نسبت  تجانس:  27مثال 
3
باشد ،  5و به مرکز محل تلاقی قطر ها تصویر کرده ایم . اگر مساحت بین مربع و تصویرش  

 ع اولیه را بیابید .محیط مرب

 

 

 

 مثال های بیشتر :

 

 

 

- 
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 درس دوم :

 کاربرد تبدیلات :

 .کاربرد بازتاب در حل مسائل هم پیرامونی یا هم محیطی :1

 می خواهیم بدون اینکه محیط یک چنهضلهی تغییر کند ، مساحت چند ضلعی را تغییر دهیم .

 مقعر را یادآوری می کنیم . برای رسیدن به این هدف ، ابتدا شکل هایی محدب و

شکل بسته ای را محدب گوییم که اگر هر دو نقطه دلخواه از درون آن شکل را به هم وصل کنیم ، آن 

، درون شکل قرار گیرد .در غیر این صورت اگر دو نقطه در شکل وجود داشت گاه تمام  پاره خط حاصل

 فت ، شکل مقعر است.بیرون شکل قرار گرواصل آن ها   که  قسمتی از پاره خط 

  

 

داده شده است که دور آن را حصار کشیده ایم ، با ثابت نگه داشتن محیط و  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸ضلعی مقعر ندچزمینی به شکل  : در شکل مقابل ، 28مثال  

 ثابت نگه داشتن تعداد اضلاع چندضلعی ، بدون اینکه حصار کشی تغییر کند ، مساحت زمین را افزایش دهید.

  

 

 

 دور زمین هایی مطابق شکل حصار کشی شده است . چطور می توان بدون کم و زیاد کردن حصارها ، مساحت زمین را افزایش داد ؟: 29مثال 

 

 

 

 

 

بدون CDو   BC: دور زمینی مطابق شکل حصار کشی شده است . با جابه جایی حصار های    30مثال 

چقدر کند ، مساحت زمین را افزایش می دهیم . مساحت کل زمین پس از تغییر آنکه طول آنها تغییر 

𝐵𝐶�̂� ) ت ؟اس = 90 .   𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 = 5√2    . 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 6  ) 
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را بدون تغییر محیط افزایش می   𝐴𝐵𝐶𝐷مساحت چهارضلعی در شکل زیر با یک بازتاب :  31مثال 

 دهیم . مساحت جدید چهارضلعی چقدر است ؟

 (𝐶𝐷 = 8  .  𝐵𝐶 = 6  . 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 = 10 . �̂� = 60 ) 

 

 

 

 

 

ت : در شکل مقابل ، با یک بازتاب شکل را به شکلی محدب و هم محیط با شکل اولیه تبدیل می کنیم . نسبت مساحت شکل حاصل به مساح4تمرین 

 است ؟شکل اولیه کدام 

1)5                    2 )
5
2

                               3 )
5
3

                             4 )
5
4

 

 

 

 

 

 جست و جوی کوتاه ترین مسیر بین دو نقطه با شرایطی خاص .در2

کم  𝐵 و   𝐴 چنان بیابید که مجموع فواصل آن از دو نقطه   𝑑روی  𝑀انند در دو  طرف آن مفروض اند . نقطه ای م 𝐵و  𝐴و دو نقطه d الف ( خط 

 ترین مقدار ممکن را داشته باشد .

 

 

 

کم  𝐵 و   𝐴 چنان بیابید که مجموع فواصل آن از دو نقطه   𝑑روی  𝑀در یک  طرف آن مفروض اند . نقطه ای مانند  𝐵و  𝐴و دو نقطه d ب( خط 

 داشته باشد .)مسئله هرون ( ترین مقدار ممکن را
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𝑀𝐴چنان باشد که   𝑑روی خط   𝑀نکته : اگرنقطه   + 𝑀𝐵  کمترین مقدار را داشته باشد ، آنگاه پاره خط های𝑀𝐴   و𝑀𝐵   با خط𝑑   زاویه های

 )چرا ؟( مساوی می سازند.

 

 

  تقسیم می کند . dاز خط   Bو A بت فواصل نقاط را به نس EF ، پاره خط  M : در مسئله هرون ثابت کنید نقطه 32مثال 

 

 

 

مطابق شکل مفروض اند . کوتاه ترین مسیری را تعیین کنید  𝐵و  𝐴و نقاط ثابت  𝑑2و  𝑑1پ( دو خط متقاطع 

 بگذرد . 𝐵از نقطه  𝑑2  و   𝑑1  با دو خطآغاز شود و پس از برخورد  𝐴که از نقطه 

    

 

 

 

 

 

 

 

کیلومتر از این جاده ، در  4بسازیم ، به طوری که  𝐵به  𝐴مطابق شکل در یک طرف رودخانه ای واقع اند . می خواهیم جاده ای از  𝐵و   𝐴شهر ت( دو

 کوتاه ترین مسیر ممکن باشد ؟ 𝐴𝐶𝐷𝐵کیلومتر را در چه قسمتی از رودخانه بسازیم تا مسیر  4ساحل رودخانه ساخته شود . این 
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عمود بر راستای رودخانه باشد ، محل احداث  𝑀𝑁بسازیم که پل   𝐵به   𝐴دو طرف رودخانه باشند و بخواهیم جاده ای از  𝐵و   𝐴ث( اگر دو شهر 

  کوتاه ترین مسیر ممکن باشد ؟ 𝐴𝑀𝑁𝐵پل را کجا در نظر بگیریم که مسیر  

 

 

 

 

 

 

را چنان رسم کنید که محیط آن  𝐷𝐸𝐹در نظر می گیریم . مثلث  𝐵𝐶را روی ضلع  𝐷ست . نقطه معلوم مطابق شکل مفروض ا 𝐴𝐵𝐶 : مثلث33مثال 

 کم ترین مقدار ممکن را داشته باشد ؟

 

 

 

 

 

 دو مسئله از بیشترین مقدار تفاضل :

  𝐵و  𝐴 ید که قدر مطلق فواصل آن از دو نقطه چنان بیاب 𝑑 روی خط 𝑀یک طرف آن مفروض اند . نقطه ای مانند  𝐵 و  𝐴و دو نقطه  𝑑الف ( خط 

 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد .

 

 

 

 

 

  𝐵و  𝐴چنان بیابید که قدر مطلق فواصل آن از دو نقطه   𝑑روی خط  𝑀دو طرف آن مفروض اند . نقطه ای مانند  𝐵 و  𝐴و دو نقطه  𝑑خط  (ب

 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد .
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 مثال های بیشتر :
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 فصل سوم

 

 روابط طولی در مثلث

  

��رزاده



2 
 

س اول : قضیه سینوس هادر  

 منظور از روابط طولی ، را بطه هایی است که در مورد اندازه های پاره خط ها و زاویه ها در شکل های مختلف بحث می کند.

ابط طولی را در مثلث قائم برای مثال در فصل اول با روابط طولی در دایره ها و در سال پیش نیز به کمک مثلث های متشابه رو

 الزاویه دیدیم.

𝐴𝐵𝐶    (𝐴فرض کنید مثلث =  ( و ارتفاع وارد بر وتر آنرا رسم کرده ایم ، در این صورت خواهیم داشت : 90

 

 حال در ادامه به بررسی روابط طولی در مثلث دلخواه می پردازیم.  

: قضیه سینوس ها 1قضیه   

هر ضلع به سینوس زاویه روبه روی آن برابر است با قطر دایره محیطی مثلث. در هر مثلث دلخواه نسبت اندازه  

 

 اثبات :

 

 

 

 

      باشد ، داریم :          𝐵𝐶نقطه دلخواهی روی ضلع     𝑃: اگر 2قضیه 

 

 

 

 

sin𝐴2̂
sin𝐴1̂

=
𝐴𝐵 ∙𝑃𝐶

𝐴𝐶∙𝐵𝑃
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ABC      ،BC:  در مثلث    1مثال  = 10 cm    و�̂� = 𝐴𝐶و   120 =
10√6

3
دایره محیطی مثلث و اندازه می باشد ، مقدار شعاع   

 را به دست آورید.  C و  Bهای زاویه های 

 

 

جدا شده است. اکنون  60: از یک بلوار فرعی ، یک خیابان فرعی باریک با زاویه 2مثال 

از خیابان  45متر بنا کند تا با زاویه 800شهرداری می خواهد خیابان فرعی دیگری به طول 

باید  60ی شود . این خیابان از چه فاصله ای از راس زاویه فرعی اول جدا وبه بلوار منته

 شروع شود و با بلوار چه زاویه ای می سازد؟

 

 

 

ABC   (A:  ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویه 1تمرین = 𝐴𝐻( با ارتفاع   90 = ℎ𝑎  : داریم  

1
ℎ𝑎

2 =
1
𝑏2 +

1
𝑐2 

 

 

کیلومتری از هم واقع شده اند، هواپیمایی را با  20در فاصله : دو ایستگاه رادار که  2تمرین

  رصد کرده اند. فاصله هواپیما از دو ایستگاه را بدست آورید. 45و  30زاویه های 

 

 

 

باشد ، نسبت   BCمیانه وارد بر ضلع   AM: اگر  3مثال
𝐴𝐵

𝐴𝐶
  را بدست آورید.   
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 :های بیشترمثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

در شکل مقابل ثابت کنید : 
𝑦

𝑥
=

sin𝛽

sin𝛼
×
sin𝐵

sin𝐶
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 درس دوم قضیه کسینوس ها:

 : در هر مثلث داریم : 1قضیه 

 

 

 

 اثبات: 

 

 

 

 

 

ABC   ،AB: در مثلث  1مثال  = AC و  2√2 =  √6 + A و 2√ =  د.می باشد . طول اضلاع و زوایای دیگر مثلث را بدست آوری  60

 نتایج قضایای کسینوس ها :

 : تعیین نوع مثلث 

 

 

  ر است با دو برابر مربع میانه نظیر ضلع سوم بعلاوه نصف مربع بهر مثلث مجموع مربعات دو ضلع برامیانه ها : در قضیه

 .سوم  ضلع

 اثبات:

 

 

 

 

 

 

 

 

{
0 < �̂� < 90   ⇔     𝑎2 < 𝑏2 + 𝑐2

𝐴 = 90   ⇔     𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2      
90 < �̂� < 180  ⇔      𝑎2 > 𝑏2 + 𝑐2

 

{
  
 

  
 𝑏2 + 𝑐2 = 2 𝑚𝑎

2 +
𝑎2

2

𝑎2 + 𝑐2 = 2 𝑚𝑏
2 +

𝑏2

2

𝑏2 + 𝑎2 = 2 𝑚𝑐
2 +

𝑐2

2
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: درهر مثلث مجموع مربعات سه میانه برابر است با  1نتیجه
3
4
 مجموع مربعات سه ضلع آن .)چرا؟( 

𝑚𝑎
2 +𝑚𝑎

2 +𝑚𝑎
2 =

3
4
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) 

 

 کوچکترین میانه مثلث است .)چرا؟( : در هر مثلث میانه نظیر ضلع بزرگتر ،2نتیجه

 

 : اگر دو میانه مثلثی برابر باشد ، آنگاه مثلث متساوی الساقین می باشد.)چرا؟(3نتیجه 

 

 : اگر دو میانه مثلثی بر هم عمود باشند ، آنگاه طول میانه ها اضلاع مثلث قائم الزاویه می باشند.)چرا؟( و نهایتا خواهیم داشت :4نتیجه

𝑏2 + 𝑐2 = 5𝑎2 

 

 : ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویه مجموع مربعات میانه های نظیر ساق ها، پنج برابر مربع میانه نظیر وتر است.1تمرین

 

 

 

 صورت دیگر قضیه میانه ها :

 داریم :  𝐴𝐵𝐶در هر مثلث 

 

 

 

 

 :  رابطه های بالا را اثبات کنید.2رینتم

 

 

 

 

 

{
 
 

 
 𝑚𝑎

2 =
1
4
(𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑏𝑐 cos𝐴)

𝑚𝑏
2 =

1
4
(𝑎2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑐 cos𝐵)

𝑚𝐶
2 =

1
4
(𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑏𝑎 cos 𝐶)

 

 

��رزاده



7 
 

 مساله مهم : کاربرد قضیه میانه ها در دو

 ثابت کنید  مجموع مربعات اضلاع هر متوازی الاضلاع برابر است با مجموع مربعات دو قطر آن.  – 1

𝐴𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 2(𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2) 

 اثبات :

 

 

 

 

ر با مجموع مربعات ه ای در صفحه یک مستطیل در نظر میگیریم . ثابت کنید مجموع مربعات فواصل این نقطه از دو راس  برابقطن – 2

 فواصلش از دو راس دیگر مستطیل است .

  اثبات:

 

 

 

 

 را بیابید.     xقرار دارد . مقدار   xو     3،  2، 1از راس های مربع به فاصله های   A: در شکل زیر نقطه  2مثال 

 

 

 اثبات : 
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BCارتفاع است . اگر   AHمیانه  و   ABC    ،AM: در مثلث 3مثال = و  30و محیط مثلث    10

MH =  باشد ، طول ارتفاع را بدست آورید.   2

  

 

 

  استوارت : اگر نقطه قضیهD   روی ضلع دلخواهیBC  : باشد با توجه به شکل داریم  

𝑑2 =
𝑚𝑏2 + 𝑛𝑐2

𝑚+ 𝑛
−𝑚𝑛 

 :ثبات ا

 

 

 

 

 

 قضیه استوارت به صورت زیر نوشته می شود :، آن گاه متساوی الساقین باشد  𝐴𝐵𝐶تذکر : اگر مثلث 

𝑑2 = 𝑏2 −𝑚𝑛 
 

 

 

 

 

PC: در شکل مقابل اگر   4مثال = CD =  چقدر است ؟  CMباشد ،    1
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 تذکر:

 :محاسبه ی مساحت یک متوازی الاضلاع بر حسب اندازه اضلاع و زاویه  بین دو قطر آن

 

 

𝑏3: در مثلثی رابطه   3تمرین + 𝑐3 = 𝑎2𝑏  + 𝑎2𝑐       بین اضلاع برقرار است ، زاویهA  چند درجه است ؟ 

 

 

 

 

 

 

𝑎3: در مثلثی رابطه  5تمرین = 𝑏3 + 𝑐3  60ن اضلاع برقرار است ، ثابت کنید  بی < �̂�  < 90. 
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 مسائل کتاب درسی :

متری از نوک درخت است به زاویه  15روی زمین که در فاصله  𝐴ک درخت کج از نقطه . ی1 

 متر باشد ، مطلوب است : 20تا پای درخت  𝐴دیده می شود . اگر فاصله   60

 طول درخت الف (

 خت با سطح زمین می سازد ؟ب( زاویه ای که در

 ج( فاصله نوک درخت از زمین

 

 

 

 

 

،        واحد از راس قرار دارد 7ه فاصله که ب𝐷 واحد ، نقطه  8به ضلع  𝐴𝐵𝐶. در مثلث متساوی الاضلاع 2

𝐶𝐷چه فاصله ای دارد ؟ )  𝐶 و  𝐵  از > 𝐵𝐷) 

 ه فاصله ای است ؟ به چ 𝐷قرار دارد از 𝐶واحد از  5،که به فاصله  𝐸 نقطه

 چند درجه است ؟ 𝐴𝐸𝐷 اندازه زاویه

 

 

 

 

 

کیلومتر در ساعت در یک جهت در حرکت است و یک  60. یک کشتی از یک نقطه با سرعت 3

کیلومتر در ساعت به حرکت خود ادامه  40درجه انحراف به رایت با سرعت 30ساعت بعد با 

 یک بندرگاه پهلو می گیرد .میدهد و یک ساعت و نیم پس از آغاز حرکتش در 

 فاصله بندرگاه از مبدا حرکت کشتی چند کیلومتر است ؟
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 :های بیشتر مثال
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 درس سوم : نیمسازهای داخلی و محاسبه طول آن 

 دیگر آن زاویه تقسیم می کند. : در هر مثلث نیمساز هر زاویه داخلی ، ضلع روبه رو به آن زاویه را به نسبت اندازه های دو ضلع 1قضیه

 

 اثبات : 

 روش اول:

 

 

 

 

 

 

 

 روش دوم :

 

 

 

 

 

 روش سوم :
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: در هر مثلث ، مربع اندازه نیمساز های داخلی برابر است با حاصل ضرب اندازه دو ضلع زاویه ، منهای حاصل ضرب دو قطعه ای که  2قضیه

  نیمساز روی ضلع مقابل ایجاد کرده است .

 

 

 

 

 

 

.  هستند  AMB  و   𝐴𝑀𝐶 های زاویه  های نیمساز  𝑀𝑄 و  MP و  BC وسط ABC ، M مثلث در:  1تمرین  

 .  𝑃𝑄‖𝐵𝐶 کنید ثابت

 

 

 

 

 رابطه بین اضلاع مثلثی که یکی از زوایای آن دو برابر زاویه دیگرش باشد :

𝐵داشته باشیم      𝐴𝐵𝐶مثلث   رفرض کنیم د = 2 𝐶     اویه ز، نیمساز𝐵    را رسم می کنیم . مثلث BDC    متساوی الساقین است ، پس 

BD = CD   : بنا به قضیه نیمساز ها داریم ، 

 

 بنابراین می توان گفت :

ه وبزاویه دو برابر ، واسطه هندسی مجموع دو ضلع دیگر و ضلع ردر مثلثی که اندازه یک زاویه دو برابر زاویه دیگر باشد ، ضلع رو به روی 

 روی زاویه نصف است .

ABC  ،𝐴𝐵:در مثلث  1مثال = ACو   4 = یکدیگر را قطع کنند ،  𝐴𝐶روی ضلع   𝐵و نیمساز راس  𝐵𝐶است . اگر عمودمنصف ضلع   6

 اندازه ضلع سوم مثلث را بدست آورید.

 

 

𝐴𝐷2 = AB ∙ A𝐶 − 𝐷𝐵 ∙ 𝐷𝐶 
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 را بدست آورید.   BCنقطه همرسی نیمساز هاست . طول ضلع     I: در شکل مقابل 2مثال

 

 

 

 

  

 

AD می باشد ، اگر  𝐴 نیمساز زاویه   𝐴𝐷میانه و   ABC    ، 𝐴𝑀: در مثلث  3مثال = DM   : باشد، آنگاه ثابت کنید 𝑎2 = 4 𝑏𝑐   
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 مثال های بیشتر :
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 درس چهارم :   قضیه هرون ) محاسبه ارتفاع و مساحت مثلث(

 دید برای یافتن مساحت مثلث معرفی کنیم.در این قسمت می خواهیم روابطی ج

  مساحت مثلث برابر است با :  ABC در مثلث   قضیه هرون :

𝑃که در آن  =
𝑎+𝑏+𝑐

2
                         𝑆 =  √𝑃(𝑃 − 𝑎)(𝑃 − 𝑏)(𝑃 − 𝑐) 

.. و طول ارتفاع آن برابر است با ..........................  𝑎نتیجه : مساحت مثلث متساوی الاضلاع به ضلع 

 ........................ است .

𝑆: آیا می توان نشان داد اگر در مثلث رابطه  ؟ سوال  = 𝑃(𝑃 − 𝑎)   برقرار باشد ، مثلث قائم الزاویه است ؟ 

 

 

 

 نتیجه : قضیه هرون در مثلث قائم الزاویه بصورت  .......................................................  بیان می شود.

 می باشد ، مساحت مثلث را بدست آورید. 15و 9و طول میانه های نظیر دو ضلع دیگر  14: اندازه ضلع مثلثی  1مثال

 

 

 

 آورید. : مساحت ذوزنقه مقابل را بدست 2مثال
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 محاسبه ارتفاع مثلث به کمک قضیه هرون :

𝑆می دانیم که در حالت کلی =
1
2
ℎ𝑎 × 𝑎  : و از طرفی طبق قضیه هرون داریم𝑆 =  √𝑃 (𝑃 − 𝑎)(𝑃 − 𝑏)(𝑃 − 𝑐) 

  پس می توان نتیجه گرفت :

 رید.را بدست آو 17و  10،  9: شعاع دایره محاطی داخلی مثلثی به اضلاع  3مثال

 

 

𝐵𝐸چنان مماس است که      𝐸و     F    ،𝐷به ترتیب در نقاط      BCو   AB    ،ACبر اضلاع   ABC: دایره محاطی داخلی مثلث  4مثال = 24                  

𝐴𝐹 و     = 𝐶𝐷و    1  =  می باشد. مساحت مثلث را بدست آورید.    2

 

 

 

 است . تفاضل طول بزرگترین و کوچکترین شعاع های دوایر محاطی خارجی مثلث کدام است ؟ 20و  13،  11: اندازه اضلاع مثلثی  5مثال

 

 پیدا کردن مساحت مثلث به کمک نسبت های مثلثاتی:

 دو ضلع آن در سینوس زاویه بین آن دو ضلع. ر: مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب اندازه های ه 1قضیه

 

 پس می توان نوشت :

جه مساحت هر مثلث برابر است با در نتی

نصف حاصل ضرب اندازه های هر دو ضلع 

 در سینوس زاویه بین آن ها .

𝑆 =  
1
2
𝑎 ℎ𝑎 = 

1
2
𝑎 𝑏 sin 𝐶  =  

1
2
𝑎 𝑐 sin𝐵  .  𝑆 =  

1
2
𝑏 ℎ𝑏 = 

1
2
𝑐 𝑏 sin 𝐴  

⇒ 𝑆 = 
1
2
𝑎 𝑏 sin 𝐶 =  

1
2
𝑎 𝑐 sin𝐵 =  

1
2
𝑐 𝑏 sin 𝐴 

��رزاده



19 
 

 : مساحت هر متوازی الاضلاع برابر است با حاصل ضرب اندازه های دو ضلع مجاور در سینوس هر زاویه داخلی دلخواه .)چرا؟(1نتیجه 

 

 

 حالت خاص: مساحت هر لوزی برابر است با :......................................................................... .

 هر متوازی الاضلاع برابر است با نصف حاصل ضرب دو قطر آن در سینوس زاویه بین دو قطر.)چرا؟(: مساحت 2نتیجه 

 حالت خاص : مساحت هر لوزی برابر است با ....................................................................... .

 .......................................................  .حالت خاص : مساحت هر مربع برابر است با ...................

 باشد ، مساحت مثلث را بدست آورید . 150،   13√2می باشد ، اگر زاویه رو به رو به ضلع  13√2و  4: اندازه دو ضلع مثلثی 6مثال

 

 

ℎ𝑎، اگر          ABC: در مثلث  7مثال =
𝑐

2
𝑎و         = 2 𝑏      نوع مثلث را تعیین کنید.باشد ، 

 

 

 

 ه محیطی مثلث بر حسب دو ضلع و ارتفاع وارد بر ضلع سوم :قطر دایرمحاسبه 

𝑆 =
1
2
𝑏𝑐 sin𝐴 =

1
2
𝑎ℎ𝑎  ⇒ 𝑏𝑐 sin𝐴 = 𝑎ℎ𝑎   

𝑎اما بنابر قضیه سینوس ها داریم :  = 2 𝑅 sin𝐴         : و در نتیجه 

𝑏𝑐 sin𝐴 = 2 𝑅 sin𝐴  × ℎ𝑎  ⇒ 𝑏𝑐 = 2 𝑅 × ℎ𝑎   

 بطور کلی می توان گفت : 

 ، یعنی :در هر مثلث ، حاصل ضرب هر دو ضلع برابر است با حاصل ضرب ارتفاع وارد بر ضلع سوم در قطر دایره محیطی مثلث 

𝑏𝑐 = 2 𝑅 × ℎ𝑎   .  𝑎𝑐 =  2 𝑅 × ℎ𝑏    .  𝑎𝑏 = 2 𝑅 × ℎ𝑐       

 

  است را بدست آورید. 12است و ارتفاع وارد بر ضلع سوم آن  15و  13لث که دو ضلع آن : شعاع دایره محیطی مث 8مثال

 

 

 

𝑆(𝐴𝐵𝐶𝐷) =  𝐴𝐵 ×  𝐴𝐶  × sin �̂� 
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رسم شده است . اگر شعاع دایره       ABC: مطابق شکل دایره محیطی مثلث 9مثال
65
6

و    AC=20و       

BC=13   باشد ، طول ضلعAB   .را بدست آورید  

 

 

 

 که سه ضلع آن معلوم است:محاسبه شعاع دایره محیطی مثلثی 

𝑆 =
1
2
 𝑎𝑏 sin 𝐶  .   𝑐 = 2 𝑅 sin 𝐶   →  

𝑆

𝑐
=

1
2  𝑎𝑏 sin 𝐶

2 𝑅 sin 𝐶
=
𝑎𝑏

4 𝑆
 → 𝑅 =

𝑎𝑏𝑐

4 𝑆
 

 

 است . طول شعاع دایره محیطی مثلث را بدست آورید. 15و  14،  13: طول اضلاع مثلثی برابر با 10مثال

 

 

 

 است . حاصل ضرب شعاع دایره محیطی و شعاع دایره محاطی داخلی این مثلث را بدست آورید. 8و 7،  6ه اصلاع مثلثی : انداز 11مثال

 

 

 

 محاسبه طول نیمساز یک زاویه بر حسب اضلاع و اندازه آن زاویه :

𝑆𝐴𝐵𝐶 = 𝑆𝐴𝐵𝐷 + 𝑆𝐴𝐶𝐷  ⇒  
1
2
 𝑏𝑐 sin𝐴 =  

1
2
 𝑐𝑑𝑎 sin

𝐴

2
 + 

1
2
 𝑏𝑑𝑎 sin

𝐴

2
 

⇒ 2 𝑏𝑐 sin
𝐴

2
cos

𝐴

2
= 𝑐𝑑𝑎 sin

𝐴

2
+ 𝑏𝑑𝑎 sin

𝐴

2
 

sinدو طرف تساوی را بر  
𝐴

2
 تقسیم می کنیم ، داریم : 

2 𝑏𝑐 cos
𝐴

2
= 𝑑𝑎  × ( 𝑐 + 𝑏) ⇒ 𝑑𝑎 =

2 𝑏𝑐 cos𝐴2
𝑏 + 𝑐

 

 م :با استدلال مشابه داری

𝑑𝑐 =
2 𝑏𝑎 cos 𝐶2
𝑏 + 𝑎

   .    𝑑𝑏 =
2 𝑎𝑐 cos𝐵2
𝑎 + 𝑐
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 است . طول نیمساز این زاویه را بدست آورید. 30و  20و اندازه اضلاع آن  60: در مثلثی اندازه یک زاویه 12مثال

 

 

 

داشته باشیم :    ABC  : اگر در مثلث  13مثال
1
𝑑𝑎
=

1
𝑏
+

1
𝑐

 چند درجه است ؟   A، اندازه زاویه    

 

 

 

 

باشد ، حاصل عبارت   ABC مساحت مثلث   S:اگر  14مثال
𝑑(2 𝑐+𝑏)

𝑆 
را    

  بدست آورید.

 

 

 

 

 

 

است .اگر مساحت مثلثی که از وصل کردن مرکز دایره ها    rو   3،  2: سه دایره دو به دو مماس خارج اند که شعاع های آنها  1تمرین

 را بدست آورید .  rباشد ، اندازه   6√6بوجود می آید ،  

 

 

 

می باشد . طول اضلاع  30و  26،  8را به راس ها وصل می کنیم . مساحت سه مثلث بوجود آمده   ABC: مرکز دایره محاطی مثلث  2تمرین

 این مثلث را بدست آورید.
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  را بدست آورید.   AMN ی رسم میکنیم . مساحت مثلث مثلث متساوی الاضلاع  ABC: روی دو ضلع مثلث  3تمرین

 

 

 

 

 

 است. نشان دهید :  ABC مرکز دایره محاطی مثلث قائم الزاویه    𝐼:  4تمرین

 

  

 

 

 

 

 ، ثابت کنید:  N و  M: با فرض دلخواه بودن دو نقطه 2قضیه 
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 طوری انتخاب شده اند که:   Qو    M   ، N  ، P، نقاط   ABCD: روی اضلاع چهارضلعی  15مثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 داریم :  ABC: ثابت کنید در مثلث 3قضیه
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 "مساحت هر چهارضلعی دلخواه برابر است با : نصف حاصل ضرب دو قطر در سینوس زاویه بین آنها .": ثابت کنید  4قضیه

 

 

 ست.تذکر : قضیه بالا برای چهارضلعی های مقعر هم صادق ا

 

 

 

 

 

 

 

 

است. چهارضلعی که از وصل کرذن وسط اضلاع چهارضلعی اولیه  24و  18و قطرهای آن  216برابر    ABCD: مساحت چهارضلعی 16مثال

 بوجود می آید ، چه نوع چهارضلعی است؟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��رزاده



25 
 

 :های بیشتر مثال
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 تمرینات کتاب درسی بخش چهارم :

𝐴𝐵𝐶    ،𝐴𝐵.در مثلث 1 = 10   ،𝐴𝐶 = �̂�و   6 =  می باشد .   ° 60

 را بدست آورید ؟ 𝐵𝐶الف ( طول 

 ب( مساحت مثلث را تعیین کنید .

 را پیدا کنید . sin𝐵ج( مقدار 

 

 

متر مطابق شکل از هم جدا شده 13. دو زمین کوچک به شکل مثلث با یک دیوار به طول 2

. اگر با برداشتن دیوار ، دو زمین به یک اند .ابعاد زمین ها هم در شکل مشخص شده اند

 زمین تبدیل شود ، مساحت آن چقدر می شود ؟

αمتری زاویه های برابر می سازند .) 11متری و  4نشان دهید دیوار مشتک با اضلاع  = β)  

 

 

 

 

 

  را بیابید. 𝑫𝑬𝑪𝑩را بدست آورید .ثانیا مساحت چهارضلعی  𝑩𝑪. در شکل مقابل ، اولا طول 3 

 

 

 

 

 

سانتی متر است از ضلع بزرگ تر  3و  2به فاصله  6و  5سانتی متر ، نقطه ای که از اضلاع به طول های  7و  6، 5به اضلاع  𝑨𝑩𝑪 . در مثلث4

 چه فاصله ای دارد ؟   ) راهنمایی : از مساحت مثلث استفاده کنید .(
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را  𝑨𝑩𝑪𝑫مساحت چهارضلعی را بدست آورید ، ثانیا  𝑨. در شکل ، اولا اندازه زاویه 5

 وصل کنید.(  𝑫 را به  𝑩بیابید .) راهنمایی :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��رزاده



اندازه مماس مشترك خارجی دو دایره به شعا ع هاي  و  واحد برابر  واحد است. خط المرکزین این دو دایره چند واحد است؟  114615

12 2
−−

√7 6
−−

√1718

x

3 4

6

در شکل مقابل اندازه  چند واحد است؟  2x

3 2
−−

√2 5
−−

√

2 6
−−

√5

A
B

P

فاصلۀ نزدیکترین نقطه از دایره به شعاع  واحد تا نقطه مفروض  برابر  واحد است. قاطع  نسبت به دایره طوري رسم شده است که   3

 اندازه  چقدر است؟

5P8P AB

P A − AB = 2AB

56

79

در دو دایره متقاطع به مراکز O,  و شعاع هاي  و  واحد، فاصله نقطه تلاقی دو دایره از وسط  برابر  می باشد، اندازه مماس  4

مشترك محدود به دو نقطه تماس این دو دایره چند واحد است؟

O′34OO′O
1
2

O′

42 5
−−

√2 6
−−

√5

از نقطه  واقع در خارج دایره اي به شعاع  واحد، دو مماس  بر دایره رسم شده است. اگر فاصله نقطه  تا نزدیکترین نقاط  5

دایره  باشد، فاصله مرکز دایره از وتر  کدام است؟

M4MB, MAM

4( − 1)2
−−

√AB

2
−−

√32 2
−−

√2

B

C

A
O

در شکل مقابل    و   کمان  چند درجه است؟  6= 27°Â= 71°ÔBC

98∘100∘

102∘104∘

x2

4

5
y

6 3

در شکل مقابل مقدار  کدام است؟  7y

67٫5

89

دایره محیطی مثلث  امتداد ضلع  را درنقطه   قطع کرده است. مثلث کدام نوع است؟  در متوازي الاضلاع   8

قائم الزاویه متساوي الاضلاع متساوي الساقین متشابه 

ABCDACDBCMABM

ACD

شعاع دو دایره ي خارج هم به ترتیب  سانتی متراست. اگرزاویه ي بین مماس داخل وخط المرکزین دو دایره  درجه باشد، طول خط  9
المرکزین دو دایره چند سانتی متراست؟

7٫5, 22٫530

5557٫56062٫5

1

 ( 
سوالات مرورى سرى 1

 فصل اول ( دایره
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نقطه  بر روي وتر  به طول  واحد از دایره اي چنان قرار دارد که آن وتر را به نسبت  و  تقسیم کرده است. طول کوتاه ترین وتر از  10

دایره گذرنده بر نقطه  کدام است؟

CAB912

C

85 3
−−

√6 2
−−

√4 5
−−

√

طول مماس مشترك خارجی دو دایره به شعاع هاي  و  سانتی متر برابر  سانتی متر است. کمترین فاصله نقاط این دو دایره از یکدیگر  11
چند سانتی متر است؟

1133 33
−−

√

3456

ذوزنقه متساوي الساقین به طول قاعده هاي  و  واحد بردایره اي محیط است، کوتاهترین فاصله راس ذوزنقه تا نقاط دایره چند واحد است؟  126
32
3

1
2

3
−−

√

2
13

−−
√

A

B

T

D

C

در شکل مقابل  قطر دایره است و  و  زاویه  چند درجه است؟  13T D= 65°Â= 35°B̂Ĉ

60∘61∘

62∘63∘

طول مماس مشترك خارجی دو دایره مماس  برابر شعاع دایره ي بزرگتر است. شعاع دایره بزرگتر چند برابر شعاع دایره کوچکتر است؟  142
−−

√

2
−−

√1٫53
−−

√2

در دایره اي به مساحت  مثلث متساوي الاضلاعی محاط شده است، مساحت مثلث کدام است؟  154π 3
−−

√

67٫589

شعاع دایره ي محاطی بیرونی مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  کدام است؟  168 3
−−

√

8191215

در  دایره اي به مساحت  مثلث متساوي الاضلاعی محاط شده است، مساحت مثلث کدام است؟  174π 3
−−

√

67٫589

یک ذوزنقه ي متساوي الساقین بر دایره اي به شعاع  محیط است، اگر مساحت ذوزنقه  باشد، طول ساق آن کدام است؟  18345

77٫588٫5

در متوازي الاضلاع  طول  برابر با  و ضلع  ثابت است، اگر زاویه ي  تغییر کند مکان هندسی وسط  کدام است؟  19

دایره به مرکز  و شعاع  خطی موازي  دایره به مرکز وسط  و شعاع  قسمتی از دایره به قطر 

ABCDBCaABADC

ABABaABAAB

O

D
A

CB H

H

در شکل رو به رو،  محل تلاقی ارتفاع هاي مثلث  است. زاویه ي  برابر کدام است؟  20OABCA DÔ

O CB̂C DA
ˆ

O CA
ˆ

A OD̂

دو دایره به شعاع هاي  و  واحد مماس برون اند. از مرکز دایره کوچک تر، مماس بر دایره بزرگ تر رسم می کنیم. طول این قطعه مماس  21
چقدر است؟

410٫5

84 5
−−

√4 6
−−

√10

2
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، شعاع  را به اندازه خود تا نقطه  امتداد میدهیم. از نقطه  بر مماس دلخواه دایره عمود  را فرود می در یک دایره به مرکز   22

آوریم. اگر   باشد، زاویه  چند درجه است؟

OOABBBD

=ADB
⌢

34∘
O DÂ

6873102146

در مثلث متساويالساقین   نقطه  در امتداد  مرکز دایرهاي است که در نقطه  بر ضلع  مماس است و امتداد   23

 این دایره را در  قطع کرده است. مثلث  چگونه است؟

غیر مشخص قائمالزاویه و متساويالساقین قائمالزاویه متساويالساقین  

(AB = AC)ABCOACBAB

BCDOCD

، با مماس مشترك خارجی این دو دایره، کدام وضعیت را دارد؟ دو دایره نامساوي به مرکزهاي  و  مماس خارجاند. دایرهاي به قطر   24

نامشخص متخارج مماس  متقاطع

OO′OO′

در یک ذوزنقه محیط بر دایره، طول خط واصل بین وسط هاي دو ساق آن  واحد است. محیط ذوزنقه، کدام است؟  2512

36444648

چهارضلعی  محاط در یک دایره است. اگر  دورترین وتر و  نزدیک ترین وتر نسبت به مرکز این دایره باشند، کدام رابطه بین  26
زاویه ها ممکن است برقرار نباشد؟

ABCDABBC

>D̂ Ĉ>B̂ Ĉ>Aˆ B̂>B̂ D̂

در مثلث متساوي الساقین، اندازه ي ارتفاع وارد بر قاعده  و شعاع دایره ي محاطی داخلی آن  واحد است، طول قاعده ي این مثلث، کدام است؟  2783

10121416

AB

D C

x

β
α

، زاویۀ  و  مماس بر دایره است. کمان  چند درجه است؟ در شکل زیر، وتر  برابر شعاع دایره و   28ABAB||CDβ = 2αCXBD
⌢

50∘

60∘

70∘

75∘

یک ذوزنقۀ متساوي الساقین، با کدام شرط قابل محیط بر دایره است؟  29

یکی از قاعده هاي ذوزنقه، برابر یکی از ساق ها دو قطر عمود بر هم

طول پاره خط واصل وسط دو ساق، برابر اندازة یکی از ساق ها خط واصل وسط دو ساق، گذرا از محل تلاقی قطرها

اگر مساحت شش ضلعی منتظم محاط در یک دایره  باشد. آنگاه مساحت شش ضلعی منتظم محیط بر این دایره، چند برابر  است؟  306 3
−−

√3
−−

√

7٫27٫589

3
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P

A
B

بیشترین فاصله ي نقطه ي  تا یک دایره، سه برابر شعاع دایره است. از این نقطه قاطع  نسبت به دایره رسم شده است. اگر کمان   1

برابر  درجه باشد، اندازه ي  چند برابر شعاع دایره است؟

PPABAB

60PA

( − 1)
1
2

11
−−

√( − 1)
1
2

13
−−

√

− 211
−−

√− 213
−−

√

دو دایره به شعاع هاي  و  واحد مماس داخلی هستند. چند وتر به طول  در دایره ي بزرگ تر می توان رسم کرد که بر دایره ي کوچک تر  2
مماس باشند؟

254 6
−−

√

1234

x

y

، در نقطه ي تماس، کوچک ترین ضلع را به  قطعه تقسیم می کند. نسبت آن دو قطعه دایره ي محاطی داخلی یک مثلث به طول اضلاع  و  و   3
کدام است؟

13982

1
3

2
5

3
7

2
3

B

C

A

H
D

E

در شکل مقابل، نقطه ي  محل تلاقی ارتفاعات مثلث  است.  با کدام زاویه برابر است؟  4HABCAHD^

CAE
^

ABC
^

ADH
^

AHC
^

مساحت یک مثلث متساويالاضلاع   واحد مربع است. شعاع دایره محاطی داخلی آن کدام است؟  56 3
−−

√

2
−−

√3
−−

√12

در مثلث متساويالاضلاع به طول ضلع   ، فاصله مرکزهاي دو دایره محاطی خارجی و محیطی آن کدام است؟  62 3
−−

√

2345

طول مماسی که از نقطه  بر دایره رسم شود  واحد است. اگر نزدیکترین نقطه دایره تا نقطه  برابر  واحد باشد. شعاع دایره کدام است؟  7A9A5

5٫45٫66٫47٫2

چهار ضلعی با طول اضلاع متوالی  واحد بر دایرهاي محیط شده است.  کدام است؟  87, 12, 9,aa

6548

A B
O

P M
N

در دایرهاي به شعاع  واحد، دو وتر  و  یکدیگر را در نقطه  قطع کردهاند ( قطر دایره است). حاصل  9

 کدام است؟

3AMBNPAB

BP ×BN +AP ×AM

1627

3681

1

سوالات مرورى سرى 2 
 فصل اول ( دایره) 

��رزاده



نقطه  داخل دایرهاي به شعاع  واحد به فاصله  واحد از مرکز آن داده شده است. تفاضل کوچکترین وتر از بزرگترین وتر که از نقطه   10
رسم شوند کدام است؟

A178A

3456

M

A

B

C
E

F

در شکل مقابل نقطه  وسط کمان  است، اگر  باشد، اندازه   چند درجه است؟  11CEF=BE
⌢

70∘
+Â M̂

165∘180∘

190∘225∘

دو دایره مماس داخلی با نسبت شعاعهاي   میباشد. از مرکز دایره کوچکتر بر خط المرکزین آنها عمودي رسم شده و در یک طرف دو دایره  12

را در  و  قطع کرده است. اگر   باشد شعاع دایره بزرگتر کدام است؟

1
2

ABAB = 3 − 3
−−

√

2 3
−−

√3 3
−−

√4 3
−−

√6
−−

√

ABC

E
O

F

اگر   و   باشد، در دایره به شعاع واحد اندازه  برابر کدام است؟  13A B = αÔB C = βÔEF

2 cos(α + β)sin(α + β)

2 sin(α + β)cos(α + β)

در مثلثی به اضلاع قائم  و   واحد دو دایره به قطر این اضلاع رسم شده است. زاویه بین مماسها بر دو دایره مفروض در نقطه تلاقی آنها  14
چند درجه است؟

22
−−

√

90756045

پارهخط  به طول  واحد مفروض است. اندازه وتري از دایره به شعاع   و مماس بر دایره به همان مرکز و به قطر  کدام است؟  15AC12ACAC

128 3
−−

√12 3
−−

√16

،  واحد فاصله رأس زاویه کوچکتر مثلث از نقطه تماس دایره محاطی داخلی آن کدام است؟  ، در مثلثی به اضلاع   161497

9876

دو دایره به شعاعهاي  و  متر هم مرکز هستند طول وتر از دایره بزرگتر مماس بر دایره کوچکتر کدام است؟  1759

8 2
−−

√4 14
−−

√6 7
−−

√4 6
−−

√

نزدیکترین فاصله  تا دایره به شعاع  واحد برابر  واحد است. طول قطعه مماس مرسوم از   به دایره کدام است؟  18A63A

4 5
−−

√3 2
−−

√4 2
−−

√3 5
−−

√

در دو دایره متقاطع طول خطالمرکزین  واحد و نقطه  محل تلاقی وتر مشترك و مماس مشترك آنها است. دایره کوچکتر به شعاع  واحد و  19

فاصله  از نقطه تماس با آن  است. شعاع دایره بزرگتر کدام است؟

4M3

M3
−−

√

3 2
−−

√456

در مثلثی به اضلاع  فاصله مرکز دایره محیطی از بزرگترین ضلع کدام است؟  20(5, 6, 7)

6 3
−−

√

7

7 6
−−

√

12

7 6
−−

√

24

30 2
−−

√

7

در دایرهاي دو وتر به طولهاي  و  واحد در نقطه  متقاطع هستند فاصله  از انتهاي وتر کوچکتر  واحد است. فاصله  از انتهاي  21
وتر بزرگتر کدام است؟

1111٫5MM5M

3463 2
−−

√

2
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در متوازي الاضلاع  دایره گذرا بر سه رأس  امتداد ضلع  را در نقطه  قطع میکند. نوع مثلث  کدام است؟  22

غیر مشخص قائم الزاویه   متساوي الاضلاع متساوي الساقین

ABCDABCDAMMCD

در دو دایره به مرکزهاي  و  و شعاعهاي  و  واحد اگر  باشد فاصله نقطه تلاقی مماس مشتركهاي خارجی از مرکز دایره  23
کوچکتر کدام است؟

OO′35O = 10O′

7٫591215

دو دایره متقاطع در نقطه  مشتركاند. خط گذرا بر  دو دایره مفروض را در  و  قطع میکند. مماسها بر هر دایره در  و  در نقطه   24

 متقاطعاند. در مثلث  با چرخش خط قاطع، کدام جزء ثابت میماند؟

زاویه   مساحت محیط

AABCBC

MMBC

MABMĈ

B
M C

AO

، برابر کدام است؟ در دایرهاي به شعاع  وتر  مماس بر دایرهاي به قطر  رسم شده است. مقدار   25OABCOAMC × MB

MO2MA2

OA2MA ⋅ MO

دایره اي بر دو نقطه ي   و   گذشته و بر محور  ها مماس است. این دایره محور  ها را در نقطه ي دیگر، با کدام عرض قطع  26
می کند؟

(∘ , 2)(4 , ∘)xy

5678

B

AD
M

EC

، کدام است؟ ،  ،  و   ، اندازة  در شکل مقابل   27AB = 6BC = 8CD = 3=AE
⌢

CD
⌢

AM

2

2٫25

2٫5

2٫75

مربع  به ضلع   واحد، مفروض است. شعاع دایره ي گذرا بر دو راس   و  و مماس بر ضلع   کدام است؟  28ABCD4ABCD

2٫252٫52 2
−−

√3

چهار ضلعی  محیط بر یک دایره است. اگر  کوچکترین ضلع آن باشد، کدام نابرابري، همواره درست است؟  29ABCDAB

>Ĉ Aˆ<B̂ Aˆ<D̂ Ĉ<D̂ B̂

، دایره اي در  و  بر ساق ها مماس است. اگر  و ارتفاع  باشد، شعاع این دایره، کدام در مثلث   30
است؟

(AB = AC) ABCBCBC = 6AH = 4

3٫253٫53٫754٫5

در یک ذوزنقۀ متساوي الساقین، از برخورد نیمساز هاي داخلی آن، دقیقاً کدام چهار ضلعی، حاصل می شود؟  31

نه محاطی و نه محیطی فقط محیطی فقط محاطی محاطی و محیطی

A

B

C
D

FE

80

50

˳

˳

در شکل زیر، اضلاع زاویه هاي  و  بر دایره مماس اند، اگر وتر  برابر شعاع دایره باشد. زاویۀ  چند درجه است؟  32ABCDEDF^

25

30

35

40

3
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O O

دو دایره به شعاع هاي  و  واحد مماس برهم اند. دایره به قطر  با مماس مشترك خارجی در نقطۀ تماس  مشترك اند. فاصلۀ  از نقطۀ  33
تماس دو دایره، کدام است؟

94OO
′

MM

66٫5

77٫5

، نیمساز هاي زاویۀ داخلی و خارجی  را در  و  در مثلث  با اضلاع  و  و  واحد، نیمساز داخلی زاویۀ   34

، بر روي  کدام است؟  قطع می کند. اندازة تصویر قائم 

ABCAB = 5AC = 7BC = 8ABO

O
′

OO
′

BC

11٫522٫5

4
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سوالات مرورىسرى 1

 فصل دوم  تبدیلات 

در صفحه اي خط  و دو نقطه ي  و  در یک طرف خط مفروض اند. براي یافتن نقطه اي بر روي خط  که مجموع فاصله هاي آن از دو نقطه ي   1

 و  کمترین مقدار را داشته باشند، کدام تبدیل هندسی به کار می رود؟

تجانس دوران انتقال بازتاب

dABd

AB

تحت یک تبدیل، خط مفروض، با تبدیل یافته آن، موازي است. در کدام حالت، تبدیل منحصر به فرد است؟  2

بازتاب نسبت به خط بازتاب نسبت به نقطه دوران انتقال

A B

E

D

Cα
در شکل مقابل  ، ، و  زاویۀ  چند درجه است؟ 3AB = ACAD = AE=CAB̂ 50

∘

=AED̂ 65
∘

α

115∘120∘

125∘130∘

، نقطه ي  مجانس نقطه ي  می باشد با همین مرکز و کدام نسبت تجانس، نقطه ي  مجانس  در تجانس به مرکز  و نسبت   4
خواهد بود؟

OKM
′

MMM
′

2KK
1
K

K

2

شکل زیر چند محور تقارن دارد؟  5

0246

در دوران به مرکز  و زاویه ي  در صفحه ي خط  و تبدیل یافته اش در  متقاطعند. زاویه ي  با خط  کدام است؟  6O68∘
dPOPd

68∘56∘48∘22∘

اگر اوساط اضلاع مثلثی را به هم وصل کنیم مثلثی حاصل می شود که با مثلث اصلی متجانس است مرکز تجانس کدام است؟  7

نقطه تلاقی سه میانه مثلث اصلی نقطه هم رأسی سه ارتفاع مثلث اصلی

نقطه تلاقی سه عمود منصف مثلث اصلی نقطه هم رأسی سه نیمساز مثلث اصلی

8   و  مرکز دو دایره به شعاع  سانتی متر هستند. اگر سانتی متر باشد فاصله ي مرکز تجانس معکوس این دو دایره از مرکز
دایره به شعاع بزرگ تر چند سانتی متر است؟

OO
′3, 5O = 12O

′

77٫588٫5

مجانس مربع  با نسبت تجانس  که مرکز تجانس آن مرکز مربع است کدام شکل است؟  9

مربعی است داخل مربع  مربعی است خارج مربع  لوزي است خارج مربع  لوزي است درون مربع 

ABCD−
1
2

ABCDABCDABCDABCD

1
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L

L
L1

2

3

اگر قرینه ي شکل مقابل را متوالیاً نسبت به محورهاي  و  و  به دست آوریم نتیجه ترکیب این سه تقارن محوري کدام است؟  10L1L2L3

کدام تبدیل زیر نقطه ي ثابت ندارد؟  11

تجانس بازتاب نسبت به یک نقطه انتقال دوران

دو خط  و  و نقطه ي   خارج آن ها مفروض اند. براي رسم مثلث قائم الزاویه متساوي الساقینی با رأس  که دو سر قاعده ي آن بر روي هر  12
دو خط مفروض اند کدام تبدیل به کار می رود؟

انتقال بازتاب و تقارن دوران تجانس

ΔΔ′
AA

در یک صفحه، دو دایره به شعاع هاي متفاوت در نقطه ي  متقاطع اند. با استفاده از کدام تبدیل می توان از نقطه ي  خطی گذراند که در این دو  13
دایره، وترهاي مساوي ایجاد کند؟

بازتاب نسبت به نقطه بازتاب نسبت به خط دوران  درجه انتقال

AA

90

کدام یک از تبدیل هاي زیر ایزومتري نیست؟  14

انتقال تقارن بازتاب تجانس

با استفاده از کدام تبدیل هندسی، داخل مثلث مفروض می توان مربعی محاط کرد. که یک ضلع آن بر روي ضلع مثلث و دو رأس دیگر بر روي دو  15
ضلع این مثلث قرار گیرند؟

تجانس انتقال بازتاب دوران

دو خط متقاطع  و  و پاره خط  در صفحه ي آنها مفروض است. براي رسم پاره خطی موازي و مساوي  که دو سر آن بر روي این دو  16
خط باشد، کدام تبدیل هندسی به کار می رود؟

تجانس دوران انتقال بازتاب

dd
′

ABAB

، که دو رأس دیگر آن بر روي هر یک از دو خط نقطۀ  در صفحه دو خط متقاطع  و  است. در رسم مثلث متساوي الاضلاع به رأس   17
مفروض باشد، کدام تبدیل هندسی به کار می رود؟

دوران تجانس بازتاب انتقال

Add
′

A

، به طوري که یک ضلع مربع منطبق بر ضلع  باشد. از کدام تبدیل هندسی، استفاده در رسم بزرگترین مربع ممکن داخل مثلث   18
می شود؟

دوران بازتاب تجانس انتقال

ABCBC

M

N

A

B

x

y

+

+

نقاط  و  در صفحۀ محورهاي مختصات مفروض اند، دو نقطۀ  و  همواره روي دو محور می لغزند. کمترین اندازة خط شکستۀ   19

، کدام است؟

A
∣

∣
∣

3
5

B
∣

∣
∣

9
11

MN

AMNB

1819

2021

2

ت
هندسه مرور تبدیلا

ضحی

��رزاده



ترکیبی از کدام دو تبدیل زیر، ایزومتري نیست ولی شیب خط ها را حفظ می کند؟  1

بازتاب نسبت به نقطه و تجانس تجانس و بازتاب نسبت به خط  بازتاب نسبت به نقطه و دوران انتقال و بازتاب نسبت به خط 

A B

D

C
d

بازتاب شکل زیر را نسبت به خط  در نظر بگیرید. در این تبدیل، شیب کدام پاره خط با شیب پاره خط متناظر در تصویر آن برابر نمی باشد؟  2d

AB

BC

CD

DA

،  و  است. اگر مثلث   تبدیل یافته   تحت تبدیل طولپاي  باشد، مساحت در مثلث   3

مثلث  کدام است؟

ABC= B = 3Â
3
2

ĈBC = 12A
′
B

′
C

′
A CB

Δ

T

A
′
B

′
C

′

36 2
−−

√18 2
−−

√36 3
−−

√18 3
−−

√

،  و  ارتفاع وارد بر ضلع  می باشد. اگر  و  به ترتیب بازتاب یافتۀ نقطۀ   ،  ، در مثلث   4

نسبت به  و  باشند، اندازة  کدام است؟

ABCBC = 4= 15B̂
∘

= 75Ĉ
∘

AHBCH
′

H
′′

H

ABACH
′
H

′′

1248

دو خط عمود بر هم   و  مفروض اند. نقاط صفحه را ابتدا نسبت به خط  و سپس تصاویر آن ها را نسبت به  بازتاب می دهیم. اگر ترکیب  5
این دو بازتاب را یک تبدیل فرض کنیم، کدام گزاره در مورد این تبدیل همواره درست است؟

این تبدیل، شیب خطوط و جهت اشکال را حفظ نمی کند. این تبدیل، شیب خطوط و جهت اشکال را حفظ می کند.

این تبدیل، جهت اشکال را حفظ کرده ولی شیب خطوط را حفظ نمی کند. این تبدیل، شیب خطوط را حفظ کرده ولی جهت اشکال را حفظ نمی کند.

dd
′

dd
′

نقطۀ  درون زاویه اي به اندازة  درجه قرار دارد. اگر فاصلۀ  تا رأس زاویه برابر یک واحد و  و  تصاویر نقطۀ  در بازتاب نسبت  6

به اضلاع زاویه باشند، آن گاه طول پاره خط  کدام است؟

A45AA
′

A
′′

A

A
′
A

′′

12
−−

√22 2
−−

√

مثلث  را با بردار  انتقال می دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر  روي ضلع  و  باشد، اندازة  7

مساحت ناحیۀ مشترك بین این دو مثلث چه کسري از مساحت مثلث  است؟

ABCCC
′

− →−

A
′
B

′
C

′
C

′
ACC = 3AC

′
C

′

A
′
B

′
C

′

1
3

1
4

1
9

1
16

)، دوران می دهیم تا بر خودش منطبق شود. یک هشت ضلعی منتظم را حول مرکز دایرة محیطی آن و با اندازة کوچک ترین زاویۀ دوران ممکن (  8

( تعداد نقاط ثابت این تبدیل و اندازة زاویۀ دوران کدام است؟ (

بی شمار نقطه -  درجه بی شمار نقطه -  درجه یک نقطه -  درجه یک نقطه -  درجه

α

α > 0

22٫54522٫545

1

سوالات مرورى فصل دوم  سرى 2
(تبدیلات هندسى )
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عکس کدام گزاره همواره برقرار است؟  9

اگر تبدیلی شیب خطوط را حفظ کند، آن گاه جهت شکل را حفظ می کند. اگر دو شکل متجانس باشند، آنگاه متشابه اند.

اگر تبدیلی همانی باشد، آنگاه تمام نقاط صفحه، نقطۀ ثابت آن تبدیل هستند. اگر تبدیلی طولپا باشند، آنگاه اندازة زاویه ها را حفظ می کند.

30̊

A B

CD

E

F

G

در شکل زیر،  و  مربع هستند. اگر پاره خط  و  دوران یافتۀ یکدیگر باشند، آنگاه مرکز این دوران و اندازة زاویۀ  10
دوران کدام می تواند باشد؟

محل تقاطع  و  -  درجه

محل تقاطع  و  -  درجه 

محل تقاطع عمود منصف هاي  و  -  درجه 

محل تقاطع عمود منصف هاي  و  -  درجه 

ABCDDEFGAECG

ACGE90

ACGE120

ACGE90

ACGE120

دایرة  را در تجانسی با نسبت  بر دایرة  تصویر می کنیم. اگر  و  مماس داخل و فاصلۀ مراکز آن ها برابر  باشد. مساحت ناحیۀ  11
محدود بین دو دایره چقدر است؟

C3C
′

CC
′4

14π16π28π32π

B

A

O

، آنگاه فاصلۀ دو نقطۀ  اگر نقاط  و  به ترتیب مجانس هاي دو نقطۀ  و  در تجانس به مرکز  و نسبت  باشند و   12

 و  کدام است؟

A
′

B
′

ABOK =
3
4

AB = 12

A
′

B
′

96

812

A B

CD

E F

در شکل مقابل ذوزنقۀ  با تجانس بر ذوزنقۀ  تصویر می شود. اگر  و  باشد، آنگاه مرکز و نسبت این  13
تجانس کدام است؟

 ، محل برخورد امتدادهاي  و   ، محل برخورد عمودمنصف هاي  و 

 ، محل برخورد امتدادهاي  و   ، محل برخورد عمودمنصف هاي  و 

ABCDCDEFAB = 4EF = 9

AEBFK =
9
4

AEBFK =
9
4

AEBFK =
3
2

AEBFK =
3
2

، بازتاب نسبت به خط  باشد، فاصلۀ نقطۀ  از  کدام است؟ نقطۀ  و خط  به فاصلۀ واحد از آن مفروض است. اگر تبدیل   14

صفر

AdSdAS(S(S(A)))

123

خط  روي نیمساز زاویۀ بین دو خط عمود بر هم  و  واقع است. خط  را با برداري به اندازة یک واحد در راستاي نیمساز دیگر زاویۀ بین   15

و  انتقال می دهیم. مساحت محصور بین تصویر  و خطوط  و  کدام است؟

Ldd
′Ld

d
′Ldd

′

12
−−

√22 2
−−

√

خط  را با بردار انتقالی به طول یک واحد که زاویۀ خط و بردار  درجه است، بر خط  و سپس خط  را با دوران  درجه به مرکز نقطه   16

، بر خط  تصویر می کنیم. فاصلۀ  و  کدام است؟ اي روي خط 

d60d
′

d180

d
′

d
′′

dd
′′

0٫513
−−

√2

2

ت هندسه 2
مرور تبدیلا
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A

B

M
O

Á
C

در شکل زیر،  وسط  و  است. اگر  تصویر  در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  باشد، مقدار  کدام است؟  17MABOM = 2OCA
′

AOKK

−
1
3

−
1
4

−
1
5

−
1
6

مربعی را  حول نقطۀ تلاقی قطرهاي آن دوران می دهیم. اگر مساحت سطح محصور بین مربع و تصویر آن برابر  باشد، طول ضلع  18
مربع کدام است؟

45∘4 + 4 2
−−

√

1 + 2
−−

√2 − 12
−−

√2 + 2
−−

√2( − 1)2
−−

√

، برابر  است، مساحت مربع مساحت سطح محصور بین یک مربع و تبدیل یافتۀ آن تحت تجانس به مرکز یکی از رأس هاي مربع و نسبت   19

اولیه کدام است؟

3
2

15

891012

B

A

C

2 2 2

d1 d2 d3

،  و  مثلث  را ابتدا نسبت به  بازتاب داده تا  به دست آید و سپس  مطابق شکل زیر، با فرض موازي بودن خطوط   20

 را نسبت به  بازتاب می دهیم تا  حاصل شود و در نهایت  را نسبت به  بازتاب می دهیم، تا  حاصل

شود. اگر فاصلۀ رأس  تا خط  برابر  باشد، آنگاه طول  کدام است؟

d1d2d3ABCd3A
′
B

′
C

′

A
′
B

′
C

′
d2A

′′
B

′′
C

′′
A

′′
B

′′
C

′′
d1A

′′′
B

′′′
C

′′′

Ad12AA
′′′

8

6

4

2

نقاط  و  در یک طرف خط  قرار دارند. اگر  و  به ترتیب تصویر هاي  و  تحت بازتاب نسبت به خط  باشند، در مورد  21

چهارضلعی  کدام گزینه ممکن است درست نباشد؟

زوایاي مجاور آن با هم برابر یا مکمل اند. قطرهاي آن با هم برابرند.

محاطی است. قطرهاي آن منصف همدیگرند.

ABdA
′

B
′

ABd

ABB
′
A

′

پاره خط  به طول  و خط  که همواره از نقطۀ  می گذرد، مفروض هستند. هرگاه  بازتاب  نسبت به  باشد، در این صورت با  22

، مجموعۀ نقاط  چه شکلی را به وجود می آورند؟ تغییر 

دایره اي به قطر  دو خط موازي به فاصلۀ  از هم دایره اي به قطر  دو خط موازي به فاصلۀ  از هم

MN2dNM
′

Md

dM
′

2244

نقطۀ  روي دایرة  قرار دارد. این دایره را با زاویۀ  حول مرکز آن دوران می دهیم. اگر تصویر نقطۀ  تحت این دوران نقطۀ   23

 باشد، آن گاه طول پاره خط  کدام است؟

AC(O, 6)120∘
A

A
′

AA
′

33 3
−−

√66 3
−−

√

در دوران مثلث متساوي الاضلاع حول نقطۀ همرسی نیمسازهاي مثلث، زاویۀ دوران چقدر باشد تا پس از دوران، این مثلث بر خودش منطبق شود؟  24

90∘120∘135∘180∘

دایرة  را نسبت به خطی که از مرکز این دایره  واحد فاصله دارد، بازتاب میدهیم. اگر حاصل این بازتاب، دایرة   باشد، آنگاه طول  25

مماس مشترك داخلی دو دایرة  و  کدام است؟

C(O, 3)5C
′

CC
′

46810

3

ت هندسه 2
مرور تبدیلا
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مثلث قائم الزاویۀ  را که در آن طول اضلاع قائمه برابر  و  است، به مرکز  و به اندازه  در جهت  26

حرکت عقربه هاي ساعت دوران می دهیم. اگر  تصویر نقطۀ  در این دوران باشد، طول  کدام است؟

( = )ABCÂ 900
AB = 2AC = 4C900

B′BBB′

2 5
−−

√2 10
−−

√5 2
−−

√5

دو دایرة متخارج با نسبت  مجانس یکدیگرند. اگر فاصلۀ مرکز تجانس از مرکز دایرة کوچک تر  باشد، طول خط المرکزین این دو دایره کدام  27

است؟

3
5

6

46810

، کدام یک از موارد زیر نادرست است؟ در تجانس به مرکز  و نسبت   28

، تجانس را تجانس معکوس می نامیم. اگر  ، تجانس را تجانس مستقیم می نامیم. اگر 

، تصویر شکل بزرگ تر می شود. اگر  ، تصویر شکل کوچک تر می شود. اگر 

Ok

k > 0k < 0

k < −1k > 1

300

A

A

A

x

y

O

در شکل زیر  بازتاب  نسبت به نیم خط  و  بازتاب  نسبت به نیم خط  است. اگر  باشد، مساحت مثلث   29
کدام است؟

A′AOxA′′A′OyOA = 2OAA′′

13
−−

√

32 3
−−

√

تصویر چندضلعی منتظمی در دوران با هر یک از زوایاي  و  حول مرکزش بر خودش منطبق می شود. حداقل تعداد اضلاع این  30
چندضلعی کدام است؟

84∘108∘

20304060

4

ت هندسه 2
مرور تبدیلا

ضحی
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، زاویه ي  کدام است؟ در مثلثی  و  و   1= 60Â ∘b = + 13
−−

√c = − 13
−−

√B̂

15∘45∘105∘120∘

، نیمسازهاي دو زاویه  و  دو ضلع دیگر این مثلث را در  و  قطع می در مثلث  ، ضلع  و میانه    2

کنند. اندازه  کدام است؟

ABCAC = 6BM = 5AMBCMBPQ

PQ

3٫253٫53٫754

در مثلث ABC داریم  و  ، نقاط D و 'D پاي نیمسازهاي داخلی و خارجی زاویه A است. مقدار    ،  3
کدام است؟

AB = 3ACBC = 12A +ADD2 ′ 2

647281100

A

B C
NM

P

در شکل مقابل  است. مساحت متوازي الاضلاع  چند درصد مساحت مثلث  است؟  4=
MA

MB

3
2

MNPBABC

4852

5456

3

1

2

2

4

در شکل روبه رو، اندازة ضلع بزرگتر چهارضلعی کدام است؟  5

2 10
−−

√2 11
−−

√

4 3
−−

√5 2
−−

√

در مثلث  ارتفاع  و نیمساز داخلی  رسم شده است. اندازه ي  کدام است؟  6( = 90°,AB = 3,AC = 4) : ABCÂAHADDH

12
35

5
14

7
15

15
28

، میانه ي  و نیمسازهاي دو زاویه ي  و  را رسم می کنیم تا دو ضلع  و  رابه ترتیب در  و  قطع در مثلث   7

کند. نسبت   برابر کدام است؟

ABCAMAMBAMCABACDE

DE

BC

AM

BC

ME

MC

ME

CE

AD

AB

530

A

B

C

28
10

در مثلث شکل مقابل، طول  کدام است؟   8BC(sin ∼ 0٫8)53∘

214

106

1

سوالات مرورى  فصل سوم 
روابط طولى در مثلث 
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A

B
D

M
C

C

B

در مثلث  نقطه  وسط ضلع  و  نیمساز زاویه  است. دایره محیطی مثلث  رسم شده است. نسبت   برابر کدام  9

است؟

ABCMBCADAADM
BB′

CC ′

1AB

AC

AB′

AC ′

DB

DM

اگر فرض شود در مثلثی مجذور طول نیمساز داخلی زاویه  برابر با حاصلضرب اضلاع آن زاویه است، استنباط چگونه است؟  10

نادرستی فرض

A

< 90°A
^

= 90°A
^

> 90°A
^

DD  

در مثلثی به اضلاع  ، و  واحد، نیمسازهاي کوچک ترین زاویه ي آن ضلع مقابل و امتداد آن را در  و  قطع می کنند. اندازه ي  چه  11
قدر است؟

685DD
′

DD
′

195
14

102
7

120
7

124
7

در مثلثی  ،  و  فاصله ي پاي ارتفاع  از وسط ضلع  کدام است؟  12AB = 5AC = 7BC = 6AHBC

1٫251٫512

NM

در شکل مقابل نقاط  و  وسط دو ضلع است. مساحت بزرگترین مثلث، چند برابر مساحت مثلث سایه زده است؟  13MN

68912

در یک مثلث متساويالاضلاع بر روي دو ضلع آن، دو مربع ساخته شده است. مساحت مثلث سایه زده، چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟  14

22٫25

34

اضلاع مثلثی با اعداد  و  و  متناسب است. نیمساز داخلی زاویه ي متوسط آن را رسم می کنیم. مساحت کوچک ترین مثلث حاصل، چند برابر  15
مساحت مثلث اصلی است؟

234

2
9

1
4

1
3

2
5

در مثلثی به اضلاع  و  و  واحد نیمساز کوچکترین زاویه ي خارجی آن، بزرگترین ضلع مثلث را قطع می کند. مساحت مثلثی که در خارج مثلث  16
اصلی تشکیل می شود چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟

653

3
4

3
2

2
9
4

مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  واحد را به سه مثلث همنهشت تقسیم کرده ایم. اندازه ي ضلع نابزرگتر از یک مثلث همنهشت چقدر است؟  176
−−

√

12
−−

√
3
2

3
−−

√

در بیرون مربعی به ضلع  واحد بر روي دو ضلع مجاور آن، دو مثلث متساوي الاضلاع ساخته شده است. فاصله ي  رأس جدید چقدر است؟  1812

 2
−−

√3
−−

√1 + 3
−−

√2 + 3
−−

√
− −−−−−

√

،  و  واحد، شعاع دایره محیطی آن کدام است؟ در مثلثی به اضلاع   19241313

12٫613٫215٫316٫9

2

صل 3
هندسه مرور ف

ضحی
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در مثلث  نقطۀ  وسط  است. نیمسازهاي دو زاویۀ  و  دو ضلع مثلث را در  و  قطع می کنند. نقطۀ  محل تلاقی  20

 و  است.  برابر کدام است؟

ABCMBCAMBAMCPQO

AMP QOM

BC
1
4

AQOAOP

، ، زاویۀ  و اندازة اضلاع قائم  و  واحد است. ارتفاع  و نیمساز  رسم شده است. اندازة  در مثلث قائم الزاویه   21
کدام است؟

ABCA = 90∘34AHADDH

8
35

9
35

12
35

16
35

5

12

8

7
α

 

در چهار ضلعی رو به رو، دو ضلع عمود  برهم اند،  کدام است؟  22sin α

2
−−

√

3

3
5

3
−−

√

2

4
5

3

صل 3
هندسه مرور ف
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